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基于中子电报方程的均匀裸堆瞬态中子输运
问题解析解研究

王伟国，李云召*，秦浚玮，曹良志

西安交通大学核科学与技术学院，西安，710049

摘要：斐克定律作为扩散理论的基础，其本质是在中子输运方程的 P1 近似方程（电报方程）的基础上

进一步忽略了中子流密度关于时间的导数项，因此在瞬态过程中无法准确描述实际的中子动力学过程。本文

基于单能中子电报动力学方程，针对一维无限大平板裸堆中子动力学问题，利用分离变量法推导了其解析解，

并与扩散中子动力学方程的解析解进行了对比分析。研究发现：在瞬态变化过程中，电报方程的解与扩散方

程的解相比，空间项仍保持余弦函数的形式，但是时间项的变化则更为复杂，一是时间项的级数组合形式受

到问题的几何和材料的影响，二是高阶谐波表现出随时间振荡变化的规律。该研究结果可以为后续基于中子

电报方程的数值理论研究提供参照和依据。
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Analytical Solution Study on Transient Neutron Transport in
Homogeneous Bare Reactor Based on Neutron

Telegraph Equation

Wang Weiguo, Li Yunzhao*, Qin Junwei, Cao Liangzhi

School of Nuclear Science and Technology, Xi’an Jiaotong University, Xi’an, 710049, China

Abstract: The Fick's  law,  as  the  foundation of  the  diffusion theory,  further  neglects  the  time
derivative term of the neutron current density in the P1 approximation equation (telegraph equation)
of the neutron transport equation. Therefore, it is difficult to accurately describe the actual neutron
kinetic  behavior  in  the  transient  process.  In  this  paper,  based  on  the  monoenergetic  neutron
telegraph  equation,  an  analytical  solution  is  derived  for  the  one-dimensional  infinite  slab  bare
reactor neutron kinetics problem using the method of separation of variables, and it is compared and
analyzed with the analytical solution of the neutron diffusion equation. The study reveals that during
transient  changes,  the  spatial  term  of  the  telegraph  equation  still  maintains  the  form  of  a  cosine
function  compared  to  the  diffusion  equation's  solution,  but  the  variation  of  the  temporal  term  is
more  complex.  Firstly,  the  combination  form  of  the  temporal  term's  orders  is  influenced  by  the
geometry  and  materials  of  the  problem.  Secondly,  higher-order  harmonics  exhibit  oscillatory
changes with time. These research findings can provide references and foundations for subsequent
numerical theoretical studies based on the neutron telegraph equation.

Key  words: Neutron  kinetics, P1 approximation, Telegraph  equation, Diffusion  equation,
Analytical solution
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0    引　言
为了保障核反应堆的安全稳定运行，需要对

堆芯各种工况下的状态进行准确预测和模拟，尤

其是瞬态安全分析。对反应堆中子动力学过程的

准确预测，不仅能为堆芯核设计提供更加可靠的

理论依据，而且能为实际反应堆的安全运行提供

参照和指导，预防堆芯瞬态事故的发生。

球谐函数方法是中子输运理论中发展最早的

一种计算方法，其中最简单且应用最广泛的是

P1 近似及其产生的扩散近似。传统的瞬态计算理

论模型主要是基于扩散方程的点堆动力学模型或

者组件均匀化的节块扩散中子动力学计算方法。

在单速且中子源是各向同性的稳态问题中，P1 近

似和扩散近似是等价的[1]。因此，经常将 P1 近似

直接称为扩散近似。然而事实上对于中子动力学

问题，扩散近似需要在 P1 近似的基础上进一步

忽略中子流密度关于时间的导数项，从而得到斐

克定律；对于考虑多能群中子的情形还需额外引

入输运修正近似[2]。这种近似在理论上势必会影

响堆芯瞬态计算的可靠性。

v/
√

3

在外文文献中，P1 近似方程又被称之为中子

电报方程。电报方程这一概念被应用在各个领

域[3]，但在核反应堆物理分析中却鲜有直接应用。

相关文献 [4-5] 均指出，扩散方程由于在电报方

程的基础上忽略了中子流密度关于时间的导数项，

使得抛物型的扩散方程所表征的中子传播速度为

无限大，尽管扩散方程中显含的速度 v（v 为实

际的中子速率）为有限值，这一点在脉冲中子实

验中有所印证。这显然与实际不符，因为已知典

型的热中子速度为 2200 m/s (0.0253 eV)，为有限

值。而电报方程为双曲型偏微分方程，在数学上

表征了有限的中子传播速度，尽管由此给出的中

子传播速度的值是有误的 ( )，但是其相较于

扩散方程中的无限中子传播速度，已经有了很好

的改进。因此，有必要基于直接的 P1 方程（电

报方程）研究和分析中子动力学过程，并对比分

析扩散中子动力学方程的区别。

近年来，Altahhan 等人开始将电报方程模型

应用在核反应堆动力学分析中，以克服扩散方程

的一些缺陷。基于中子电报方程的点堆动力学模

型（TNRK）被建立，并与扩散点堆动力学模型

（DPRK）关于反应性引入实验做了较为充分的

比较[5-8]。基于 Gen-Foam 程序，时空多群中子电

报方程也被应用于熔盐堆系统的动力学分析中[9]。

在上述电报方程点堆动力学模型的基础上，考虑

两群中子的点堆模型求解[10] 以及伴随敏感性分析

也随之被提出[11]。总之，针对点堆问题，电报方

程与扩散方程的对比分析已经比较成熟，在电报

方程的点堆中子动力学分析过程中定义了中子弛

豫时间这一新的物理量，并认为其为有限值，其

值受中子传输介质的影响；此时基于扩散方程的

点堆中子动力学即为电报方程在中子弛豫时间等

于 0 时的特殊情形。相比之下，针对同时考虑空

间变量的中子动力学问题，尚未发现相应的理论

分析，其中的数学物理机制尚不明确。

因此，本文针对一维均匀平板裸堆动力学问

题，推导了单能中子电报方程的解析解，并与已

知扩散方程给出的解析解进行了对比分析，旨在

从理论上揭示电报方程和扩散方程在时空中子动

力学过程中刻画的中子通量密度与中子流密度的

变化机理。 

1    电报方程
针对单能时空中子输运方程，应用 P1 近似

后，可得电报方程：
1
v
∂ϕ(r, t)
∂t

+∇ · J(r, t)+Σa(r, t)ϕ(r, t)

= νΣf(r, t)ϕ(r, t) （1）

1
v
∂J(r, t)
∂t

+
1
3
∇ϕ(r, t)+Σtr(r, t)J(r, t) = 0 （2）

ϕ(r, t) J(r, t)

Σa(r, t)
νΣf(r, t)

Σtr(r, t)

式中，v为中子飞行速率，cm/s； 和

分别为在 t时刻空间位置 r处的中子（标）通量

密度和中子流密度，cm−2 · s−1； 为中子宏

观吸收截面，cm−1； 为裂变中子宏观产生

截面，cm−1； 称为宏观输运截面，cm−1。 

2    扩散方程
若忽略式（2）中的中子流密度关于时间的

导数项，即假设：
1

vΣtr(r, t)
∂J(r, t)
∂t

= 0 （3）

D(r, t)令扩散系数 为：

D(r, t) =
1

3Σtr(r, t)
（4）
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得到斐克定律：

J(r, t) = −D(r, t)∇ϕ(r, t) （5）

将式（5）代入式（1），即可得到扩散方程：
1
v
∂ϕ(r, t)
∂t

= ∇D∇ϕ(r, t)+ (νΣf −Σa)ϕ(r, t) （6）

此处省略了截面参数中的空间变量和时间

变量。 

3    平板裸堆问题的扩散方程解析解
针对厚度为 h（包含外推距离，边界中子通

量密度为 0）的平板均匀裸堆问题（几何描述见

图 1），在截面参数不随时间变化和不考虑缓发

中子的情况下，文献 [12] 给出了单能中子扩散方

程 [ 式（6）] 的解析解：

ϕ(x, t) =
∞∑

n=1

Ane(kn−1)t/ln cos(Bn x),n = 1,2, · · · （7）

ln =
L2

Dv(1+L2B2
n)

L2 =
D
Σa

Bn =
(2n−1)π

h

kn =
k∞

1+L2B2
n

k∞式中， 为无限介质增殖系数；An 为待定系数，

可由初始条件确定。
 
 

 
图 1    平板裸堆

Fig. 1    Slab Bare Reactor 

4    平板裸堆问题的电报方程解析解
针对该平板均匀裸堆问题，单能中子电报方

程为：
1
v
∂ϕ(x, t)
∂t

= (νΣf −Σa)ϕ(x, t)− ∂J(x, t)
∂t

（8）

−1
v
∂J(x, t)
∂t

= Σtr(r, t)J(x, t)+
1
3
∂ϕ(x, t)
∂t

（9）

对应的初始条件为：

ϕ(x,0) = φ0(x), J(x, t) = J0(x) （10）

边界条件为：

ϕ

(
−h

2
, t
)
= 0, ϕ

(
h
2
, t
)
= 0 （11）

对式（8）两边关于时间变量 t求偏导，对

式（9）两边关于空间变量 x求偏导（忽略时间

和空间之间的依赖性），并结合原式（8）可以

消去 J(x,t) 项，得到关于中子通量密度的二阶偏

微分方程：
τ

Dv
∂2ϕ

∂t2
+

(
1

Dv
− τB2

m

)
∂ϕ

∂t
=
∂2ϕ

∂x2
+B2

mϕ （12）

τ =
3D
v
=

1
vΣtr

B2
m =
νΣf −Σa

D
τ B2

m式中， 为中子弛豫时间，s： 为核反应堆的材

料曲率，cm−2。

该方程也是中子电报方程的一种形式[5]，可

以看出，当 τ=0 时，式（12）会退化成中子扩散

方程。

接下来利用分离变量法对式（12）进行解析

求解，设中子通量密度函数可分离为形状函数

X(x) 和幅函数 T(t) 的乘积：

ϕ(x, t) = X(x)T (t) （13）

并将之代入式（12）可得：
τ

Dv
1

T (t)
d2T
dt2
+

(
1

Dv
− τB2

m

)
1

T (t)
dT
dt
−B2

m

=
1

X(x)
d2X
dx2
= −B2 （14）

式中，B2 为任意常数。

根据空间函数与时间函数的无关性，可得关

于空间变量和时间变量的方程分别如下：

X′′(x)+B2X(x) = 0 （15）

T ′′(t)+
(

1
τ
−DvB2

m

)
T ′(t)+

Dv
τ

(B2−B2
m)T (t) = 0（16）

由式（10）可得式（15）的边界条件：

X(−h/2) = X(h/2) = 0 （17）

式（15）及其边界条件构成一个特征值问题，

当且仅当：

Bn =
(2n−1)π

h
, n = 1,2,3 · · ·

该特征值问题才有特征解：
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Xn(x) = cos(Bn x) （18）

所以，式（12）的通解可表示为：

ϕ(x, t) =
∞∑

n=1

Tn(t)cos(Bn x) （19）

式（16）为二阶常系数齐次线性微分方程，

其对应的特征方程为：

q2+

(
1
τ
−DvB2

m

)
q+

Dv
τ

(B2−B2
m) = 0 （20）

其特征根为：

q(n)
1 = −

1
2τ

(1− τDvB2
m)+

1
2τ

(1+ τDvB2
m)

[
1− 4τDvB2

n

(1+ τDvB2
m)

]1/2

（21）

q(n)
2 = −

1
2τ

(1− τDvB2
m)−

1
2τ

(1+ τDvB2
m)

[
1− 4τDvB2

n

(1+ τDvB2
m)

]1/2

（22）

根据特征根的取值情况，可以确定原方程通

解的形式。

（1）当：

1− 4τDvB2
n

(1+ τDvB2
m)
= 1− 4B2

n

3(Σtr+ νΣf −Σa)
> 0

Bn <
√

3(Σtr+ νΣf −Σa)/2即 时，式（16）的解

可表示为：

Tn(t) = Aneq(n)
1 t +Bneq(n)

2 t （23）

Bn =
√

3(Σtr+ νΣf −Σa)/2（2）当 时 ， 式 （16）
的解可表示为：

Tn(t) = (An
′
+Bn

′t)eαt （24）

α = − 1
2τ

(1− τDvB2
m) =

v
2

(νΣf −Σa−Σtr)

Bn >
√

3(Σtr+ νΣf −Σa)/2（3）当 时 ， 式 （16）
的解可表示为：

Tn(t) = (A′′

n cosβnt+B′′

n sinβnt)eαt （25）

βn =
1
2τ

(1+ τDvB2
m)

[
1− 4τDvB2

n

(1+ τDvB2
m)

]1/2

=
v
2

[
4
3

B2
n− (Σtr+ νΣf −Σa)2

]
由此存在常数 N，使得方程的通解具有如下

形式：

ϕ(x, t) =
N∑

n=1

(Aneq(n)
1 t +Bneq(n)

2 t)cos(Bn x)+

∞∑
n=N+1

(An
′′ cosβnt+Bn

′′ sinβnt)eαt cos(Bn x) （26）

需要指出的是，由于式（24）所示的情况较

√
3(Σtr+ νΣf −Σa)/2

为特殊，仅在该式两边恰好严格相等时才出现，

所以通解式（26）中并未包含式（24）这种特殊

形式。另外，可以看到，N的大小取决于 Bn 与

的相对大小，前者只与问题的

几何尺寸相关，而后者只与问题的材料（截面参

数）相关。 

5    解析解的对比分析
对比扩散方程解析解 [ 式（7）] 和电报方程

解析解 [ 式（26）]，可以得到以下结论：

（1）在空间分布的函数组分上，二者是一致

的，都是余弦函数系。

（2）在时间项上，电报方程解析解的构成更

为复杂。一方面，时变函数的形式会在某个临界

阶数 N前后出现从指数函数到三角函数与指数函

数组合的变化；另一方面，各阶谐波指数衰减的

速率也与扩散方程的解析解不同。

q(1)
1 > α > q(1)

2 q(1)
1 = 0 ϕ(x, t)

q(1)
1 = 0

（3）易知 ，若 ，则 会

随着时间的增加趋于稳定，即此时的核反应堆处

于临界状态。将 代入式（21）可得核反应

堆的临界条件 [ 式（27）]，等式右边即为核反应

堆的几何曲率，该结论与扩散模型下的单群理论

的临界方程相同[12]。

B2
m = B2

1 =

(π
h

)2

（27）

（4）在阶跃反应性问题中，基波和各阶谐波

的幅值随时间的变化规律不同。在扩散解析解中，

每一阶波函数的幅值都是按照单个指数函数的规

律发生变化；且阶数越高，变化越快；变化最慢

的基波在临界情况下可以形成稳定分布。相比之

下，在电报解析解中，n>N的高阶谐波幅值整体

也是按照指数函数进行衰减的，且不同阶的谐波

衰减指数相同，但每一阶谐波还会在指数衰减范

围内按照两个三角函数的组合进行振荡变化，且

谐波阶数越高，振荡频率越大；低阶波（n<N）
的幅值按照两个指数函数的组合发生变化，临界

条件下，基波中的两个指数函数中，有一个会成

为时间上的常数，另一个会随着时间逐渐衰减，

使基波形成稳定分布的形状。 

6    结　论
本文基于单能中子电报方程，即中子输运方

程的 P1 近似方程，针对一维无限大均匀平板裸
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堆中子动力学问题，推导了电报方程的解析解，

并与扩散方程给出的解析解作了定性的对比分析。

结果表明，电报方程由于在 P1 方程中保留了中

子流密度关于时间的导数项，即消去了作为扩散

理论基础的斐克定律的假设，其中子动力学行为

表现得更为复杂，在解析解中不仅时间项的构成

受到问题的材料和几何的影响，而且在其高阶谐

波中还表现出随时间振荡变化的规律。

未来将基于本文研究结果进一步开展关于电

报方程数值计算模型的研究，并探究其在实际反

应堆堆芯瞬态问题中相较于扩散方程结果所带来

的改进。
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