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摘要：根据对模块化矩阵特征线（MOC）方法进行的理论研究结果，采用 C++语言编制模块化矩阵 MOC

程序。为验证该程序的计算精度和计算效率，对沸水堆（BWR）栅格、UO2 组件、2D C5G7 三个基准题进行

计算。数值结果表明，模块化矩阵 MOC 方法具有良好的计算精度和较高的计算效率。 
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0  引  言 
根据对模块化矩阵特征线（MOC）方法进行

的理论研究结果，应用系数矩阵的数值特性，结

合多群耦合 GMRES 算法，基于模块化射线追踪

技术并充分利用堆芯或组件的对称性，采用 C++

语言编制了相关计算程序。利用该程序计算沸水

堆（BWR）栅格、UO2 组件、2D C5G7 三个基准

题，以验证程序的计算精度和计算效率。 

应用矩阵 MOC 系数矩阵的数值特性，可以

节省线性方程组的构造时间并降低系数矩阵的存

储空间，利用 C5G7 基准题对此进行了着重分析。

同时，由于 C5G7 基准题具有较强的上散射效应，

也被用于验证多群耦合 GMRES 算法的计算效

率。UO2 组件基准题具有良好的对称性，因而被

用于验证模块化方法的各种对称计算模式。 
 

1  基准题描述 
1.1  BWR栅格基准题 

该基准题是一个 4×4 的 BWR 栅格问题[1]，

包含 2 根 Gd 棒，外边界均采用全反射边界条件。

BWR 栅格基准题的多群常数见参考文献[1]。该

基准题提供了 keff 和功率分布的参考值。 

1.2  C5G7 UO2组件问题 

该基准题是从 2D C5G7 基准题中提取的 UO2

组件问题，采用全反射边界条件，具有良好的对

称性。其群常数可在基准题文档[2]中找到。 

1.3  2D C5G7基准题 

2D C5G7 基准题由 OECD/NEA 发布[2]，广泛

用于程序验证。本文对 1/8 对称的 2D C5G7 问题

进行计算。图 1a 是燃料栅元和慢化剂栅元的网格

划分 A[3]。由于在 MOX 燃料和慢化剂的交界面

处，能谱干涉效应比较强烈，需要更精细的网格

划分，因此在二者的交界面处特别地采用网格划

分 B（图 1b）。 
 

a  网格划分 A b  网格划分 B (更精细) 

图 1  交界面处的 MOX 栅元和慢化剂栅元网格划分 
Fig. 1  Division of MOX Cells and Moderator Cells  

Nearby Interface 

 
所有的计算都是在个人电脑上完成，操作系

统采用 Windows XP 32 位，处理器为 Intel Core 2 

Quad Q8300 2.5GHz，内存为 2G。临界计算 keff

的收敛准则是 10
-6，中子通量的收敛准则是 10

-5。

矩阵 MOC 的计算条件是：16 个方位角，2 个

Leonard 最优极角[4]，每个方位角拥有 200 条特征

线，射线间距约为 0.01 cm。 
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2  系数矩阵数值特性验证 
2.1  系数矩阵的稀疏性 

系数矩阵具有良好的稀疏性，BWR 栅格、

UO2 组件、2D C5G7 三个基准题系数矩阵稀疏度

见表 1。随着问题规模的增大，系数矩阵越来越

稀疏。 
 

表 1 系数矩阵的稀疏度列表 
Table 1  Sparsity of Coefficient-Matrix 

基准题 M N T 稀疏度/%

BWR 栅格 448 1024 1472 20.2 

C5G7 UO2 组件 5780 3264 9044 11.4 

2D C5G7 7570 6016 13586 7.3 

M—细网格数目；N—反射边界角通量数目；T—总未知数数目 
 

BWR 栅格基准题系数矩阵稀疏结构见图 2，

子矩阵 A11 较稠密，A12、A21 较稀疏，A22 最稀疏。 

对于规模较大的 2D C5G7 基准题，子矩阵

A11 稀疏度为 21.1%，A12、A21 稀疏度为 1.5%，A22

稀疏度为 0.02%，总的稀疏度为 7.3%，稀疏结构

与 0 保持一致。从 0 中也可以定性地观察到系数

矩阵的对称性。 
 

 

图 2  BWR 栅格基准题系数矩阵稀疏结构图 
Fig. 2  Sparse Structure of Coefficient-Matrix of 

BWR Lattice Benchmark 
 

2.2  计算精度验证 
应用系数矩阵的数值特性，仅相当于对矩阵

进行一系列的初等变换，矩阵元素数值未作任何
改变。因此，改进前后的计算结果完全一致，本
小节无需重复列出改进前后的数值结果对比。 

BWR 栅格基准题的数值结果见表 2。keff 和
功率分布与基准结果都符合得很好。 

表 3 展示了 2D C5G7 基准题的计算结果。keff

相对误差为-0.108%，棒功率最大相对误差小于
1%，与基准结果符合良好。基准题的数值结果表
明，基于模块化的矩阵 MOC 程序具有良好的数

值精度，且应用矩阵数值特性完全不改变程序的
计算结果。 

 

表 2  矩阵 MOC 求解 BWR 栅格基准题的计算结果 
Table 2  Matrix MOC Solution of BWR Lattice Benchmark 

参数 参考值 矩阵 MOC 误差/% 

keff 0.986561 0.04 

棒 1 6.9391×10
-2 -0.05 

棒 2 6.6246×10
-2 0.04 

棒 3 6.9398×10
-2 -0.02 

棒 4 7.2549×10
-2 -0.01 

棒 5 6.2429×10
-2 0.12 

归一化 

棒功率 

棒 6 2.4344×10
-2 -0.10 

 
表 3  对 2D C5G7 基准题逐群 Gauss-Seidel 和多群

GMRES 耦合算法计算精度比较 
Table 3  Accuracy Comparison of Gauss-Seidel and Multi- 

 Group GMRES for 2D C5G7 Benchmark 

参数 
逐群 Gauss-Seidel 

迭代 

多群 

GMRES 耦合

keff 误差 /% -0.108 -0.108 

内侧 UO2 组件 0.048 0.050 

MOX 组件 0.059 0.059 
组件功率

误差/%
外侧 UO2 组件 -0.349 -0.355 

功率最大棒 -0.011 -0.008 

功率最小棒 0.156 0.134 

最大误差 0.961 0.967 

AVG [2] 0.305 0.305 

RMS 0.366 0.367 

棒功率 

误差 

/% 

MRE 0.271 0.272 

AVG—平均值；RMS—均方根；MRE—平均径向误差 
 

2.3  计算效率验证 

模块化矩阵 MOC 方法的理论研究指出，综

合利用系数矩阵的数值特性（1）、（2）、（3）、

（4），可减少构造系数矩阵的计算量至约 23%，

并降低存储需求至约 17%。针对 2D C5G7 基准题，

下面将给出详尽的数值结果并予以分析。 

表 4 给出计算 2D C5G7 基准题的内存消耗

及矩阵准备时间，按列从左至右递进地使用系数

矩阵的各项数值特性。 
 

表 4  2D C5G7 基准题内存消耗及矩阵准备时间 
Table 4  Memory Consume and Matrix Preparing 

Time of 2D C5G7 

参数 
无数值

性质 

数值性质

（2） 

数值性质 

（3） 

数值性质 

（4） 

数值性质

（1） 

内存需求

/MB 
~2075 1106.8 1114.8 570.4 414.5 

矩阵准备

时间/s 
~400 200.7 178.6 94.7 93.5 
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应用数值特性（2），即系数矩阵 A 和 B 的

比例关系，可以省去矩阵 B 的存储空间和计算量。

表 4 表明，计算量和存储需求都减至约 50%。 

应用数值特性（3），即提取系数矩阵 A 的

公因子，特征线扫描构造系数矩阵时重复的公因

子相乘被省去，代之以一次初等变换。表 4 表明，

计算量减至约 90%。 

应用数值特性（4），即矩阵 a（即提取公因

子后系数矩阵）的对称性，只须构造和存储 a 的

下三角部分。表 4 表明，计算量和存储空间都减

少至约 50%。 

应用数值特性（1），即不同能群的系数矩阵

共享一套 CSR 格式稀疏结构。表 4 表明，内存

需求减至约 f(G) = 72%。 

综上所述，充分利用系数矩阵的数值特性，

可以有效地减少系数矩阵的构造时间并节约存储

空间。 
 

3  多群耦合 GMRES算法验证 
分 别 采 用 逐 群 Gauss-Seidel 迭 代 和 多 群

GMRES 耦合算法计算 2D C5G7 基准题。如表 3

所示，2 种方法的计算结果与基准值都符合得很

好，多群 GMRES 耦合算法和逐群 Gauss-Seidel

迭代处理多群上散射问题具有相同的计算精度。 

表 5 列出了逐群 Gauss-Seidel 迭代和多群

GMRES 耦合算法的外迭代次数和计算时间；图 3

是 2 种方法的 keff 误差（keff-err）和中子标通量误

差（Flux-err）衰减曲线。从表 5 和图 3 可以看

出，多群耦合 GMRES 算法 keff-err 和 Flux-err 随

着外迭代的进行快速衰减，外迭代的次数大幅减

少，由 226 次变为 44 次，约为原来的 1/5。然而，

线性求解计算时间却仅缩短至原来的 3/5。这是因

为多群耦合 GMRES 算法求解的矩阵规模由T 阶

变大为T G 阶，且散射矩阵的并入使得方程奇异

性增强，以致多群 GMRES 耦合算法的迭代次数由

约 20 次增大为约 60 次。多群 GMRES 耦合算法在 
 

表 5 求解 2D C5G7 基准题外迭代次数和计算时间 
Table 5  Outer Iteration Count and Computational Time 

for 2D C5G7 

迭代方法 
外迭代 

次数 

矩阵构造 

时间/ s 

线性求解 

时间/s 
总时间/s

逐群 Gauss-Seidel 226 91.7 939.7 1031.4

多群 GMRES 耦合 44 91.1 582.0 673.1 

 

 

图 3  keff 和标通量的误差衰减曲线 
Fig. 3  Error Decreasing of keff and Scalar Flux 

 
保证计算精度的前提下，能有效地提高计算效率。 
 

4  对称模式的模块化方法验证 
UO2 组件具有良好的对称性，采用 6 种对称

模式对该问题进行计算：①全组件；②三角形半

组件；③竖直半组件；④横向半组件；⑤1/4 组件；

⑥1/8 组件。表 6 列出了 6 种对称模式的计算结

果和计算时间，kinf 的参考值由多群 Monte Carlo

程序 MCMG 提供[5]。如表 6 所示，6 种对称模式

得到的 kinf 与参考解符合良好。结果表明，采用对

称模式进行计算时，矩阵准备时间和线性求解时

间均大幅减少。由此可见，在模块化矩阵 MOC

中，充分利用问题的对称性是非常必要的提高计

算效率的手段。 
 

表 6  不同对称模式下 UO2 组件的计算结果 
Table 6  Results of UO2 Assembly Calculated in 

Various Symmetric Modes 

模式 kinf 
kinf 误差

/% 

矩阵构造

时间/s 

线性求解

时间/s 
总时间 

/s 

MCMG 1.333419 — — — — 

① 1.332878 -0.041 33.7 28.9 62.6 

② 1.332893 -0.039 12.6 12.8 25.4 

③ 1.332881 -0.040 12.7 10.9 23.6 

④ 1.332881 -0.040 12.7 11.0 23.7 

⑤ 1.332886 -0.040 5.2 4.5 9.7 

⑥ 1.332919 -0.037 2.2 2.5 4.7 

 

5  结论与展望 
通过对 3 个基准题的求解，对理论研究部分

的结论进行了充分的验证：利用系数矩阵的数值

特性，可有效地减少系数矩阵的构造时间并节约

存储空间；基于模块化射线追踪的矩阵 MOC 方

法，能够充分利用问题的对称性以提高计算效率；
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上散射存在时，多群耦合的 GMRES 算法在保证

计算精度的前提下，能够显著地减少外迭代次数，

节约计算时间。 

尽管利用了系数矩阵良好的数值特性，但其

构造仍须花费较长时间，下一步可在能群和角度

方面将该过程并行化。结合多群 GMRES 耦合算

法，下一步将把 Wielandt 加速和隐式再启动的

Arnoldi 算法（IRAM）用于外迭代，以进一步加

速外迭代的收敛。 
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Abstract: In the companion paper, Matrix MOC based on modular ray tracing was studied, the numeric 
properties of the coefficient matrix were analyzed and multi-group GMRES method was proposed. Based on 
these theories, a modular ray tracing MOC code was developed in CPP programming language. To verify the 
efficiency and accuracy, three benchmarks were computed, which are BWR lattice benchmark, UO2 assembly 
and 2D C5G7 benchmark. Numerical results of the benchmarks demonstrate that Matrix MOC based on 
modular ray tracing can obtain good efficiency and accuracy. 

Key words: Matrix MOC, Modular ray tracing, Multi-group GMRES, Numerical verification 
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