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摘要：运动条件下的热工水力问题通常需要在非惯性系中进行研究，从而引出重力的坐标变换和运动附

加力计算的问题。本文基于严格的数学推导，得出三维转动的坐标过渡矩阵，给出流体质量力的通用展开式，

并对几种典型海洋条件下流体所受质量力进行讨论，可供运动条件下流体动力学或热工水力研究参考。 
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Abstract：Thermal hydraulic problems under motion conditions are usually studied in 
non-inertial reference frames for convenience, which results in the necessity of gravity vector 
transformation and additional forces calculation. Based on the strict mathematical deductions, the 
transformation matrix of orthogonal coordinates for 3 dimensional rotating has been derived and the 
general expression for liquid force per unit mass under non-inertial reference frame was obtained in 
this paper. Forces under various typical ocean moving conditions were also calculated and discussed 
for application purpose. This paper provides a useful reference for thermal hydraulic researches 
under motion conditions.  
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0  引  言 
在惯性参考系下观察运动物体内部的流体运

动，数学描述上较为复杂。此时往往选取运动物

体作为参考系使问题简化。为了研究海洋运动条

件对船用反应堆冷却剂的影响，可将坐标系固定

在船体上，并将船体的 3 个轴线方向设定为坐标

轴[1]。此时产生 2 个问题：①运动坐标系和惯性

坐标系可能不一致，涉及到重力等矢量的坐标变

换问题；②运动坐标系可能是非惯性系，此时流

体会受到运动附加力。这 2 个问题是研究运动条

件下流动传热问题的出发点，具有十分重要的意

义。钱立波等人采用图示法，得到了数种典型和

两两耦合海洋条件下一维冷却剂流道所受的质量

力[2]，但未给出一般通式；此外，图示法对于三

维问题较易出错且难以独立验证。 

本研究基于严格的数学推导，得出流体质量

力（重力和运动附加力）在非惯性系中的通用表

达式，并基于通式讨论几种典型海洋运动条件下
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的质量力。 
 

1  非惯性系中流体动量方程 
流体力学给出非惯性系下动量方程为[3]： 

R
R

d

d
p

t
        
u

u f     （1） 

式中， 为流体密度，kg/m3；uR为流体相对于非

惯性系的速度，m/s； p为压力，Pa；μ为动力粘
度，N·s/m2； f 为质量力，m/s2。 

其中质量力包括重力和运动附加力，表达

式为： 

  R
d

2
dt

           
ω

f g a ω ω r r ω u （2） 

式中，g 为重力加速度，大小可视为常数且方向

竖直向下，m/s2；a为平动加速度，m/s2；   ω ω r

为惯性离心力，m/s2；
d

dt


ω
r为切向加速度，m/s2；

R2 ω u 为科里奥利加速度，即牵连加速度，m/s2；

ω为角速度，rad/s。 

式（2）为矢量形式，形式简洁，应用中必须

对其进行展开。但因为式中各个变量定义的坐标

系并不一致，所以对其进行展开的关键是完成矢

量的坐标变换。 
 

2  质量力在非惯性系中的通用展开式 
根据矢量的不变性，若坐标系 ,  的坐标基

之间满足下式： 

1 2 3 1 2 3[ ] [ ], , , ,β β β α α α C       （3） 

式中，C为由坐标系 向坐标系  的过渡矩阵。 

那么向量在 和  上的坐标 x和 y满足[4]： 
1y C x               （4） 

得出了过渡矩阵就很容易给出矢量的坐标变

换式。为了记号简单，下文将用 D表示 1C 。 

平动不会改变坐标基，转动会引起坐标基方

向的改变。设非惯性系相对于惯性系的转动角位

移为 Θ n，其中为角位移的模，n表示角位
移的方向，为单位矢量。基于严格的数学推导可

得出矩阵 D的元素为： 
2 2

11 1 1(1 )cosd n n  

12 1 2 3(1 cos ) sind n n n     

13 1 3 2(1 cos ) sind n n n     

21 2 1 3(1 cos ) sind n n n     

2 2
22 2 2(1 )cosd n n    

23 2 3 1(1 cos ) sind n n n     

31 3 1 2(1 cos ) sind n n n     

32 3 2 1(1 cos ) sind n n n     

2 2
33 3 3(1 )cosd n n           （5） 

式中， in 表示 n的第 i 个元素（下文其余记号类

似）。 

    根据式（4），可首先对各个矢量进行坐标变

换，统一坐标系。然后利用矢量的叉乘运算就可

得到流体质量力的通用展开式。 

为此首先引入流体力学中广泛使用的克罗内

克符号（即单位张量）[5]
ij ： 

1        =

0       ij

i j

i j



  

        （6） 

以及置换张量[5]： 

1          

1      

0        
ijk

i, j,k

i, j,k

 



顺序排列

逆序排列

其他情况    

 （7） 

引入爱因斯坦求和约定：即乘积项 2 个自由

下标相同时表示遍历下标求和。可将式（5）写成

如下简洁形式： 

(1 cos ) sin cosij i j ijk k ijd n n n        （8） 

根据符号的定义还可验证下两式成立[5]： 

i jk klm il jm im jl              （9） 

以及： 

ijk j ka b a b           （10） 

利用式（8）~式（10），可得质量力在非惯

性系中通用展开式为： 

[ 2i i j j i j j ijk js s R ,k ijk js s kf d g d a d w u d x       

]js s il l j js s jl l id d x d d x           （11） 

式中，xi表示坐标 r的第 i个分量；βi表示角加速

度的第 i个分量。 

在应用时常常需要知道在特定方向 s 质量力
分量的大小，这只需要将上式进行投影即可： 

i if s f s             （12） 

 

3  典型海洋条件的质量力 
    第 2 节的推导过程中未引入任何限制性假

设，因而得出的通用表达式可适用于任意的海洋
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运动。在热工水力研究中，常对海洋运动条件进

行简化，重点对典型海洋条件进行细致研究[1-2]。 

3.1  船体侧倾 

绕 x轴有静态角位移，即： 

T[1,0,0]

0

d /d 0

0

t

 






 

Φ

ω

ω

a

        （13） 

代入式（5），坐标变换矩阵 D简化为： 

1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

 
 

 
   
  

D      （14） 

    质量力只有重力，代入式（11）得到质量力

在非惯性系中的坐标为： 

1 0 0 0 0

0 cos sin 0 sin

0 sin cos cos

g

g g

  
  

     
           
            

  （15） 

3.2  船首倾 

    即绕 y 轴有静态角位移，经过类似的简单运

算可得出： 

    坐标变换矩阵

cos 0 sin

0 1 0

sin 0 cos

 

 

 
   
  

D ; 

    质量力只有重力，坐标为

sin

0

cos

g

g





 
 
 
  

。 

3.3  水平加速 

    在船体加速或减速前进时即为此种情况。即

沿 x轴平动： 

T

0

0

d /d 0

[ ( ) 0 0]

t

a t , ,


 
 
 

Φ

ω

ω

a

        （16） 

代入式（5）运算得到坐标变换矩阵 D变为： 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
   
  

I          （17） 

I 为单位矩阵，表明坐标无变化。这和平动

不改变坐标轴的方向这一事实相互吻合。质量力

有重力和平动加速度，代入式（11）得出坐标为： 

1 0 0 0 ( ) ( )

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0

a t a t

g g

         
                 
                 

 （18） 

3.4  横向加速 

在船体受到风浪涌的作用时可能表现为横向

加速运动，有时研究传热部件横向振动对热工水

力特性的影响也需要考虑这种情况。其实质也就

是沿着 y 轴的平动；经过类似的运算可得出质量

力表达式为  T),(,0 gta  。 

3.5  升降运动 

船体上浮、下沉或者由于波浪的作用上下振

动时可能表现为升降运动。其实质是沿着 z 轴的

平动。经过简单的运算可得出质量力表达式为

 T))((,0,0 tag  。 

此时流体质点不单受到重力的影响，还受到

运动附加力的影响，由于附加力也是竖直方向，

因此常将两者的合力称为净重力加速度。已有研

究一般将升降运动处理成正弦型周期运动。 
3.6  横摇 

即沿着 x 轴的往复转动。热工研究上常常简

化为正弦运动： 

   

   

   

 

T T
m

T T
m

2
T T

m

T

2π
1 0 0 sin 1 0 0

2π 2π
cos 1 0 0 1 0 0

2π 2π
d d sin 1 0 0 1 0 0

0 0 0

, , A t , ,
T

A t , , , ,
T T

/ t A t , , , ,
T T

, ,

 





  

  

     

 
 

ω

ω

a

（19） 

式中， mA 为最大摇摆角，rad；T为摇摆周期，s。

 为角加速度的大小，rad/s2。 

    将式（19）代入式（5）得出坐标变换矩阵 D

变为： 
1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

 
 

 
   
  

D     （20） 

角速度在非惯性系中的坐标为： 

1 0 0

0 cos sin 0 0

0 sin cos 0 0

 
 
 

     
          
          

   （21） 

对于单轴转动，角速度在非惯性系中的坐标
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不发生变化；同理可验证角加速度亦如此。这使

得在进行叉乘运算时不需考虑这些量的坐标变

换，这就是已有研究在处理典型海洋条件时未考

虑矢量的坐标变换而得出了正确结果的原因。 

利用质量力的通式（11），经过简单的运算

可得到质量力为： 

2
R

2
R

0

sin 2

cos 2

,z

,y

g z y u

g y z u

   

   

 
 

     
     

f   （22） 

质量力包含了重力、切向加速度、离心力和

科氏力。质量力在 2 个方向有投影，并且也是周

期性的变化，且周期和运动周期相同，但是其变

化规律不再是正弦或余弦曲线。图 1 所示是对于

摇摆幅度 45°，摇摆周期 10 s，将流速分量设定

为 5 m/s，y和 z的值设定为 10 m得到的。图 2

进一步比较了质量力的 y 向分量各个构成部分的

大小。 
 

 
图 1  横摇相关量以及质量力变化曲线 

Fig. 1  Rolling Parameters and Forces against Time 
 

 
图 2  重力和各附加力变化曲线 

Fig. 2  Gravity and Additional Forces against Time 
 

3.7  纵摇  
即沿着 y 轴的往复转动。热工研究上常常简

化为正弦运动。经过类似的运算可得出：  

2
R

2
R

sin 2

0

cos 2

,z

,x

g z x u

g x z u

   

   

   
 

  
     

f  （23） 

质量力包含了重力、切向加速度、离心力和

科氏力。质量力在 2 个方向有投影，也是周期性

的变化，因此和横摇可以类比，此不赘述。 

3.8  船首摇或者转弯 

也就是沿着 z 轴的转动。经过简单运算，可

得到质量力为： 
2

R

2
R

2

2

,y

,x

y x u

x y u

g

  

  

  
 

    
   

f      （24）  

质量力包含了重力加速度、切向加速度、离

心加速度和科氏力。由于船首摇摆不改变 z 轴的

方向，所以重力始终在 z 方向并保持不变；而在

其他 2 个方向则存在由摇摆引起的附加力。对于

船首摇，热工研究上常常简化为正弦运动： 

   

   

   

 

T T
m

T T
m

2
T T

m

T

2
1 0 0 sin 0 0 1

2 2
cos 1 0 0 0 0 1

2 2
sin 1 0 0 0 0 1

0 0 0

, , A t , ,
T

A t , , , ,
T T

A t , , , ,
T T
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ω

β
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 （25） 
图 3给出了摇摆幅度 45°，摇摆周期 10 s，x

和 y设定为 10 m得到的质量力各个分量（未计入

科氏力）。切向力和摇摆运动同周期，而离心力

的周期是运动周期的 1/2，二者的叠加为图 3中的

平顶正弦曲线。 
 

 
图 3  船首摇质量力分量变化曲线 

Fig. 3  Components of Forces against Time for Yaw Motion 
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对于转弯，此处仅考虑匀速转弯的情况，即
为常数，则角加速度为 0。设最大转向角度为，
则持续时间为 /T   。此时质量力可简化为： 

2
R

2
R

2

2

,y

,x

x u

y u

g

 

 

 
 

  
   

f         （26） 

 

对于 2 个或多个典型海洋条件相互耦合的情

况，仍然依据通用展开式进行计算即可得出。限

于篇幅在此不赘述。 
 

4  结  论 
基于严格的数学推导，得出了流体质量力在

非惯性系坐标下的通用展开式，并基于通式讨论

了各种典型海洋条件下力的表达式，主要结论有： 

（1）非惯性系中流体动量方程的质量力项包

含重力和运动附加力，因定义参数的坐标系统不

一致，运算前必须进行矢量的坐标变换。 

（2）基于运动附加力的矢量公式，得出了质

量力在非惯性系中的通用表达式，可适用于任何

运动条件。 

（3）典型海洋条件下质量力的表达式可以根

据本文得到的通式自然简化得出，无需借助图示

法逐个进行繁琐的处理，从而保证了结果的统一

性和简洁性。 
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