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PSA分析中可靠性参数的 Kass-Steffey

修正原理及应用研究
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摘要：可靠性参数是核电厂概率安全分析评价（PSA）的基础，参数经验贝叶斯方法（PEB）在处理少

量失效数据样本时会低估待估可靠性参数的不确定性；Kass-Steffey修正方法采用泰勒展开对参数的后验方差

进行修正可以解决参数低估问题。研究 Kass-Steffey修正原理并推导出一阶修正公式，计算带 Kass-Steffey修

正的多个核电厂始发事件频率的参数后验估计方差及 90%的置信区间值。计算结果表明，对于失效数据次数

多的样本，Kass-Steffey修正对后验方差及估计区间影响较小；对于失效数据稀少的样本，Kass-Steffey修正

值得关注，修正后的后验方差变化 16%~99%，置信区间值变化 4%~53%。
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Abstract: Reliability data is the basis of probabilistic safety assessment in NPPs. The
parametric empirical Bayes models would underestimate the uncertainty of estimated parameter in
the case with few failure data. Kass-Steffey adjustment could use Taylor series expansion to correct
the posterior variance. The Kass-Steffey adjustment were derived in detail, and taking the initiating
events as an example, the posterior variance and 90% credible interval are calculated. It is found
that the Kass-Steffey adjustment is unimportant if there are many failure data, while it is noted that
the Kass-Steffey adjustment is very important when there are few failure data, which make the
posterior variance change 16%~99%, and credible interval change 4%~53%.
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0 引 言
可靠性数据是核电厂概率安全评价（PSA）

中的重要内容，其作为故障树的基本事件及事件

树始发事件的参数输入，直接影响着 PSA的定量

化结果。目前核行业[1-3]通常采用贝叶斯方法给出

核电厂可靠性参数的估计值。值得关注的是采用

参数经验贝叶斯方法（PEB）在处理少量失效数

据样本时会低估待估可靠性参数的不确定性，而

Kass-Steffey修正方法采用泰勒展开，使参数的

后验方差增加一个非负项，可以解决参数不确

定性被低估的问题[1,4]。

本文通过研究带 Kass-Steffey修正的参数经

验贝叶斯方法，推导 Kass-Steffey一阶修正公式，

并应用在多个核电厂始发事件频率的待估参数估
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计，最后计算讨论 Kass-Steffey修正对参数估计

不确定性的影响。

1 带 Kass-Steffey修正的 PEB
1.1 PEB

若失效数据 x =（x1，⋯，xm）来自 m个相似

的核电厂，通常采用 2层的模型进行参数估计：

第 1层：将 m个核电厂看成一个整体。由于

电厂的相似性，尽管各个电厂的待估参数（ i ）
不同，但 i 服从总体分布 g。通过调用 g分布 m

次，产生各个核电厂参数 i 。
第 2层：将 g分布作为先验分布，结合特定

核电厂数据及贝叶斯方法，得到 i 的后验分布。
PEB是一种实现分层模型的方法[2]：

（1）首先从 m个核电厂数据的变化中估计总

体分布 g：基于所有电厂数据，采用最大似然法

估计 g分布的超参数（），得到 g分布。

（2）将 g分布作为先验分布，使用通常的贝

叶斯方法，结合单个电厂数据，得到待估参数θi

的后验估计值。

1.2 Kass-Steffey修正原理

PEB中假设第 1层的 g分布等同于真实的总

体分布，然而这种假设一定程度上会低估后验分

布θi的不确定性，因此 Kass-Steffey修正采用泰勒

展开原理，在第 2层的θi后验估计值上增加了高

阶修正，以完善参数后验估计的不确定性。设每

个电厂的 ( , )i ix  相互独立，由于电厂的相似性，
待估参数θi具有共同分布，并都由总体分布

 ( ) : ,p        产生，为超参数，为超

参数取值空间， 为待估参数空间，则 x =

（x1，⋯，xm）的似然函数为：

1 1
( ) ( ) ( )

m m

i i
i i

L L p x  
 

    （1）

式中，依赖的 ix 条件分布密度函数为：

( ) ( , ) ( )di i i i ip x p x p       。

首 先 定 义 f 是  上 的 实 函 数 ， 由

( , ) ( , )i i ip p x   x ，则 ( )if  的后验期望值：

 ( ) ( ) ( )i i i iE f f p d    x x

( ) ( ) ( )d di i if p , p       x x

( ) ( )d ( )di i i if p x , p        x

 ( ) ,i iE E f x      （2）

式中， E是 ( )if  基于的后验分布期望值。
( )if  的后验方差表达式为：

  2
( ) ( ) ( ( ) ) ( )di i i i iV f f E f p       x x x

 2
( ) ( ( ) , ) ( )di i i i if E E f x p         x

2 2= ( ) ( ) ( ( ) , )i i i i if p d E E f x        x （3）

式 （ 3 ） 右 边 通 过 加 减 一 项
2 ( ( ) , )i iE E g x    ，可以证明以下两式：

( ( ) , ) ( ( ) , ) ( )di i i iE V g x V g x p           x

2 ( ) ( , ) ( )d di i i ig p x p       x

2 ( ( ) , ) ( )di iE g x p    x

2= ( ) ( , )d ( )di i i ig p x p       x

2 ( ( ) , )i iE E g x     （4）

( ( ) , )  i iV E g x    

 2
( ( ) , ) ( ( ) , )  ( )d   i i i iE g x E E g x p          x

2 2= ( ( ) , ) ( )d ( ( ) , )i i i iE g x p E E g x         x

2 2= ( ( ) , ) ( ( ) , )   i i i iE E g x E E g x           （5）

则  if  的后验方差为：
2 2( ( ) )= ( ) ( )d ( ( ) , )i i i i i iV f f p E E f x        x x

2 2( ( ) , ) ( ( ) , )i i i iE E f x E E f x          
= ( ( ) , ) ( ( ) , )i i i iE Var f x Var E f x          

（6）

然后定义 G是Λ上的实函数，假设其雅克比

矩阵在后验估计值（ ）处不为零。基于 并不
等同真值，由泰勒展开原理将 ( )G  展开到一阶：

1

( ) ( ) ( )( )
k

i i i
i

G G G    


     （7）

式中，k是超参数的个数。
采用 delta方法，得到  G  x 在一阶近似下

的期望值和方差：

1

( ( ) ) ( ( )) ( )( ) ( )
k

i i i
i

E G E G E G G     


 
    

 
x    

（8）

  2
( ( ) ) ( ) ( ( ))V G E G E G   x

2
T

1

( )( ) ( ) ( )
k

i i i
i

E G DG DG   


       
   
    （9）
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式中， Σ 是二阶协方差矩阵。
第 ij矩阵元为：

cov( , ) ( )( )ij i j i i j jE           
  （10）

同时的 Fisher矩阵 ( )I 为[1]：

( ) ( )ij k k
 


   I I

ln ln

i j k k

L L
E

 


   
        

2 ln

i j k k

L
E

 


            
（11）

在 ( )p x 满足正则条件下，二阶协方差矩

阵等于 Fisher矩阵的逆：

  1
( ) ( )  Σ I （12）

将式（12）带入式（10）式可得：
11 2( ) ln( ( ))D p 

     Σ I x  （13）

最后，令 ( ) ( ( ) , )i iG E f x   ，结合一阶近

似式（8），带入式（2）可得：

( ( ) ) ( ( ) , )i i iE f E f x  x  （14）

令 ( ) ( ( ) , )i iG V f x   带入式（6）的第一项

以及将 ( ) ( ( ) , )i iG E f x   带入式（6）的第二项，

分别得到：

( ( ) , ) ( ( ) , )i i i iE Var f x Var f x      
 （15）

( ( ) , )i iV E f x    
T

( ( ) , ) ( ( ( ) , )     i i i iDE f x DE f x         （16）

将式（15）和式（16）带入式（6），得到一

阶近似下带 Kass-Steffey 修正的 ( )if  的后验方

差：

,

( ( ) ) ( ( ) , )i i i jh j h
j h

V f V f x      x    （17）

式中， jh 是二阶协方差矩阵 Σ 的矩阵元，

( ( ) , )j i i
j

E f x  






  。

从式（14）和式（17）式可以看到，一阶修

正下 ( )if  的后验期望值不变，而 ( )if  的后验方

差增加了一个非负项
,

jh j h
j h

     ，即后验方差增

大。因此 Kass-Steffey修正方法理论上修正待估

参数不确定性低估问题。鉴于二阶及更高修正比

一阶修正的影响更小，本文暂不推导论述。

2 Kass-Steffey修正下 PEB方法的应用

实例
2.1 带 Kass-Steffey修正的 Gamma-Poission

模型

Gamma-Poission模型常用于描述核电厂运行

的一段时间内始发事件的发生次数：始发事件的

发生次数 x服从参数为λ的 Poission分布，λ为待

估参数。因此第 i个核电厂始发事件密度函数为：

( ) ( ) !i i ix t
i i i i ip x t e x   （18）

分层模型的第 1层首先计算先验分布（总体

分布）中的超参数，鉴于 i 服从 Poission分布的

共轭分布，因此总体分布服从 Gamma( , )  的
( , )g    分布，则:

( ) ( ) ( )dp x , p x g ,       
( )( )

( / ) (1 / )
! ( )

x xx
t t

n
   

 
 

  （19）

似然函数 ( , )L   为：

( )

1

( )
( , ) ( / ) (1 / )

! ( )
i i

n
x xi

i
i

i

x
L t t

x
 

    
 

 



 
  

 
（20）

超参数的估计值通过求解似然函数对数的偏

导数方程组得到：

1

1

ln ( , )

( ) ( ) ln 1 0

( )1
ln ( , ) 0

n
i

i
i

n
i i

i
ii

L

t
x

x t
L x

t

 


   


 
  








            
  

       





（21）

式中， 是 digamm方程，  ( ) d d ln ( )     。

由于 ix 是离散值，利用 ( 1) ( ) 1x x x    性质，

可以得到：

1

1
( ) ( )

1

ix

i i
j

x x
j

  


  
  （22）

求解式（21）式的第 2个方程可以得出：

1 1

ˆ
ˆ

ˆ ˆ

m m
i i

i ii i

x t

t t


  

   
    

    
  （23）

将 ̂ 带入（21）式的第一个方程，则可用

MATLAB 求出方程的解 ̂ ，然后将 ̂ 带入式
（23），可求出 ̂ 数值。分层模型的第 2层，采

用贝叶斯估计，并令 ˆˆ̂   ，则 参数的后验
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期望 post ( )iE  和方差估计值 post ( )iV  分别为：

post

ˆ
( )

ˆ ˆ/
i

i
i

x
E

t


 





（24）

post 2

ˆ
( )

ˆ ˆ( / )
i

i
i

x
V

t


 





（25）

将式（25）进行 Kass-Steffey修正，则加入

修正的后验方差估计为：
2

post
post-m post

( )
ˆ( ) ( ) ( )

ˆ
i

i i

E
V V Var


  


 

    
2

post ( )
ˆ( )

ˆ
iE

Var





 
  

（26）

根据二阶协方差矩阵等于 Fisher矩阵的逆，

得到超参数 ̂， ̂ 的方差为：

11ˆr( ) 1 /Va J  （27）

22ˆr( ) 1 /Va J  （28）

J11和 J22是 Fisher矩阵元，通过式（11）可得：

11
1

ˆ

ˆˆ ˆ

m
i

ii

t
J

t


  


 （29）

' '
22

1 1

ˆ
ˆ ˆ[ ( ) ( )]

ˆ ˆ ˆ

m m
i

i
ii i

t
J x

t

   
   

   
  （30）

由于 ̂和̂ 正交，因此 J12和 J21都为零。且有：

post
2

( ) ˆ ˆ( )
ˆ ˆ ˆ( )

i i

i

E x

t

  
  

 


 
（31）

post
2

( ) ˆ ˆ( )
ˆ ˆ ˆ( )

i i i

i

E x t

t

  
  

 
 

 
（32）

因此应用式（26）及相关参数，可以计算带

Kass-Steffey修正的 Gamma-Poission 模型中的后

验方差估计。

2.2 大量失效数据的参数估计

以美国多个核电厂的非计划紧急停堆始发事

件为例，计算带 Kass-Steffey 修正的 Gamma-

Poission 模型的参数估计。多个核电厂的非计划

跳堆始发事件数据参考文献[1]。

采用最大似然估计方法计算得到先验分布参

数 ̂ =1.391，̂ =1.211。计算无 Kass-Steffey修正

以及带 Kass-Steffey修正的待估参数λ的后验分布

90%（5%~95%）的置信区间，计算结果如表 1。

结果表明，带 Kass-Steffey修正计算的λ后验

区间相比无修正计算的λ后验区间，区间范围更

大，表明 Kass-Steffey修正了不确定性低估的问

题。然而由于失效数据较多（始发事件失效数据

共 361个），Kass-Steffey修正的区间很小，可以

忽略。

2.3 少量失效数据的参数估计

将文献[1]中的失效数据稀少的部分电厂数

据抽出组成样本数据，如表 2（失效数据累计 8

个）。计算出先验分布参数 ̂ =1.310， ̂ =8.609，

表 1 大量失效数据情境下 Kass-Steffey修正的 PEB参数估计计算结果比较
Table 1 Comparison of Parameter Estimation Results of Many Observations without and with Kass-Steffey Adjustment

核电厂 无修正 带修正 核电厂 无修正 带修正 核电厂 无修正 带修正

Arkansas 1 0.214~1.11 0.213~1.12 Millstone 2 0.163~0.849 0.162~0.850 Farley 2 0.372~1.29 0.372~1.29

Arkansas 2 0.902~2.25 0.901~2.25 Monticello 0.0708~1.84 0.0688~1.85 Fort Calhoun 0.0807~0.829 0.0792~0.833

Beaver Val. 1 0.289~1.26 0.289~1.26 North Anna 1 0.833~2.50 0.831~2.50 Ginna 0.0663~0.681 0.0649~0.685

Big Rock Point 0.126~0.847 0.125~0.850 North Anna 2 0.301~1.31 0.300~1.32 Grand Gulf 1.29~4.14 1.27~4.16

Brunswick 2 0.413~2.15 0.411~2.15 Oconee 1 0.183~0.953 0.182~0.955 Haddam Neck 0.206~1.07 0.206~1.07

Callaway 2.94~7.34 2.86~7.47 Oconee 2 0.0143~0.372 0.0132~0.378 Hatch 1 0.621~1.99 0.620~1.99

Calvert Cliffs 1 0.327~1.25 0.326~1.26 Oconee 3 0.285~1.25 0.285~1.25 Hatch 2 0.985~3.16 0.980~3.17

Cook 1 0.171~0.891 0.170~0.893 Oyster Creek 0.352~2.36 0.350~2.37 Indian Pt.2 0.375~1.64 0.374~1.64

Cook 2 0.654~2.09 0.652~2.10 Palisades 0.188~1.93 0.187~1.94 Indian Pt.3 0.523~1.67 0.522~1.68

Cooper Station 0.221~1.15 0.220~1.15 Pt. Beach 1 0.0188~0.487 0.0174~0.494 Kewaunee 0.253~1.10 0.252~1.11

Crystal River 3 0.107~0.720 0.106~0.723 Pt. Beach 2 0.0163~0.424 0.0151~0.431 LaSalle 1 0.761~2.16 0.760~2.16

Davis-Besse 0.328~1.43 0.327~1.43 Prairie Island 1 0.232~1.01 0.232~1.02 LaSalle 2 1.08~2.80 1.08~2.80

Diablo Cany. 1 1.25~4.81 1.22~4.86 Prairie Island 2 0.0158~0.410 0.0146~0.416 Maine Yank. 0.540~1.73 0.534~1.73

Dresden 2 0.206~1.07 0.206~1.08 Quad Cities 1 0.267~1.39 0.266~1.39 McGuire 1 0.305~1.33 0.304~1.33

Dresden 3 0.977~2.93 0.973~2.94 Quad Cities 2 0.126~0.847 0.125~0.850 McGuire 2 1.36~3.02 1.36~3.03

Duane Arnold 0.455~1.58 0.455~1.58 Robinson 2 0.0784~2.03 0.0763~2.04 Millstone 1 0.0175~0.453 0.0162~0.460

Farley 1 0.126~0.848 0.125~0.850 Salem 1 1.66~4.49 1.65~4.52 Turkey Point 4 0.908~2.57 0.905~2.58

Salem 2 1.40~3.79 1.39~3.81 Summer 1.07~2.76 1.06~2.77 Vermont 0.123~0.823 0.121~0.825

San Onofre 2 0.443~1.70 0.443~1.70 Surry 1 0.765~2.29 0.763~2.30 Yank 3.03~5.92 3.00~5.96

San Onofre 3 0.678~2.17 0.676~2.17 Surry 2 1.10~2.58 1.10~2.58 Wash Nucl. 2 0.472~1.64 0.472~1.64

St Lucie 1 0.525~1.82 0.524~1.83 Susquehan 1 0.549~1.76 0.548~1.76 Zion 1 0.566~1.82 0.566~1.82

St Lucie 2 0.665~1.89 0.665~1.89 Susquehan 2 1.27~4.06 1.25~4.09 Turkey Point 3 0.582~1.75 0.582~1.75
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并计算有无 Kass-Steffey修正的后验方差，以及

有无 Kass-Steffey修正的参数λ的后验分布 90%的

置信区间。计算结果表明，Kass-Steffey修正影响

很大，方差的相对变化量在 16%~99%之间，λ参

数的 5%区间下限值在 13%~53%之间变化，95%

区间上限值在 4%~23%变化。对于失效数据稀少

的样本，Kass-Steffey修正有重要影响的结论也适

用于其他分布模型下的参数估计[1]。

3 结 论
本文推导了 Kass-Steffey修正原理，并以服

从 Gamma-Poission 模型的多个核电厂的始发数

据为例，计算比较了带与不带 Kass-Steffey修正

的参数估计值及区间。计算结果表明，对于失效

数据多的样本，Kass-Steffey修正对参数后验方差

及估计区间影响较小；对于失效数据稀少的样本，

Kass-Steffey修正对后验方差及估计区间影响较

大，修正后的后验方差变化 16%~99%，置信区间

值变化 4%~53%。
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表 2 失效数据稀少情境下带 Kass-Steffey修正 PEB参数估计的计算结果比较
Table 2 Comparison of Parameter Estimation Results of Few Data without and with Kass-Steffey Adjustment

核电厂 x t 方差 修正后方差 方差变化相对值/% 未修正 修正后

Fort Calhoun 1 5.2632 0.0120 0.0139 16 0.0350~0.378 0.0295~0.395

Ginna 1 6.6667 0.00990 0.0111 12 0.0318~0.343 0.0278~0.355

Millstone 1 0 6.9902 0.00538 0.00708 31 0.00774~0.229 0.00426~0.252

Monticello 0 0.8106 0.0147 0.0176 19 0.0128~0.379 0.00888~0.403

Oconee 2 0 8.784 0.00433 0.00593 37 0.00695~0.205 0.00344~0.229

Oyster Creek 2 1.6949 0.0311 0.0622 99 0.0951~0.655 0.0441~0.809

Palisades 0 1.562 0.0223 0.0324 45 0.0478~0.515 0.0293~0.580

Pt. Beach 1 0 6.4201 0.00580 0.00753 30 0.00804~0.238 0.00457~0.260

Pt. Beach 2 0 7.5442 0.00502 0.00669 33 0.00748~0.221 0.00398~0.244

Prairie Island 2 0 7.844 0.00484 0.00649 34 0.00734~0.217 0.00384~0.240

Quad Cities 2 2 6.8966 0.0138 0.0172 25 0.0632~0.436 0.0517~0.465

Robinson 2 0 0.6161 0.0154 0.0184 20 0.0131~0.387 0.00899~0.412

Vermont 2 7.1429 0.0133 0.0165 24 0.0622~0.429 0.0514~0.0514

注：x为各个核电厂的失效次数；t为运行时间，103 h


