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一维非稳态导热反问题反演管道内壁面温度波动
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摘要：以一维圆管壁厚为研究对象，基于有限差分法的瞬态导热正问题以及基于共轭梯度法的优化算

法来构建一维瞬态导热反问题数学模型。采用 C语言编写通用计算程序，以正问题所得到的外壁面温度波

动值作为导热反问题的已知条件，并引入随机测量误差，探讨测量误差对反演结果精度的影响。将反演值

与作为边界条件的内壁面温度理论值进行对比分析。对比结果显示，内壁面反演值与理论值吻合较好，表

明该瞬态导热反问题模型能够较好地反演得到内壁面温度波动值。
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Inverse Problem of One-Dimensional Unsteady Heat Conduction
Deducing Temperature Fluctuation of Inner Wall of Pipe
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Abstract: A one-dimensional transient thermal conduction inverse problem mathematical
model is constructed based on the finite difference method (FDM) and the optimization algorithm
based on the conjugate gradient method (CGM). The general calculation program is written in C
language, and the temperature fluctuation value of the outer wall surface obtained by the direct heat
conduction problem is used as the known condition of the inverse heat conduction problem. And
the random measurement error is introduced to investigate the effect of measurement error on the
accuracy of the inversion result. The inversion value is compared with the theoretical value of the
inner wall surface as the boundary condition. The comparison results show that the inversion value
of the internal wall surface is in good agreement with the theoretical value, indicating that the
transient thermal conductivity anti-problem model can well inverse the temperature fluctuation
value of the inner wall surface.

Key words: Unsteady heat conduction, Inverse heat conduction problems, Conjugate gradient
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0 引 言
在核电管道系统中，对管道进行热疲劳分析

需要知道管道内壁面温度波动。然而，对于这些

有特殊安全要求或结构完备性要求的管道，不允

许在管道上开孔来安装温度传感器以直接测量管

道内壁面温度。这时，需要寻找一种间接的测量

方法来快速、准确地得到管道内壁面温度波动情

况。通过测量易获得的外壁面温度波动来反演得

到内壁面温度波动是一种行之有效的方法，即导

热反问题方法。由于导热反问题的不适定性和非

线性，使得求解导热反问题比求解导热正问题复

杂困难得多。卢涛等[1]反演了 T型管内壁瞬态温
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度；王登刚等[2]研究了非线性二维稳态导热反问

题；范春利等[3]应用导热反问题识别试件内壁的

缺陷；杨海天和薛齐文等[4-5]求解了稳态和瞬态

导热反问题；宋馨等[6]在考虑了热辐射的条件下

求解了高温腔体内壁面温度波动的导热反问题。

由于共轭梯度法在迭代计算过程中具有良好的抗

不适定性[7]，因此共轭梯度法被广泛地应用于导

热反问题中。

本文基于共轭梯度法构建一维瞬态导热反问

题数学模型，编写 C语言通用计算程序，构造 3

组数值试验验证数学模型的有效性与计算程序精

确性。

1 导热反问题数学模型
导热反问题的求解包括对导热正问题的求解

和对解的优化 2个过程。

本文研究对象为壁厚 8.7 mm的圆管，导热

系数λ=20.24 W/(m·K)；外壁对流换热系数 h=10

W/(m2·K)；环境温度为 fT =293 K；热扩散率

α=4.46×10-6 m2/s；时间步长 Δ 1t  s；总时间 N

为 40 s。

1.1 导热正问题

一维导热物理模型如图 1所示。

图 1 一维导热模型示意图
Fig.1 Sketch Map of One-Dimensional Heat Transfer Model

i—空间节点编号；I—外壁面节点编号；

x—节点到内壁面距离；L—圆管壁厚

其控制方程为：
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管壁内侧(x=0)为第一类边界条件，外侧(x=L)

为第三类边界条件，即：
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初始条件为：

0( ,0) ( ) 0T x T x x L   （4）

式中，T为温度；t为时间； wT 为外壁温度。以

上各式构成了一维瞬态导热正问题，可采用数值

方法对上述定解问题进行求解，分别对以上诸式

在时间上和空间上进行离散，具体形式如下：

式（1）中左边时间项采用无条件稳定的全

隐式格式，亦即：
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Δ
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式中，n为时间节点编号。

式（1）右边空间项采用二阶精度的中心差

分格式，亦即：
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式中，Δx表示节点间距。

将式（5）和式（6）代入式（1），整理得到

一维瞬态导热微分方程的全隐式离散格式，即：

 1, ,1 2i n i nFo T Fo T    

1, , 1i n i nFo T T   （7）
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式中， Fo为网格傅里叶数。

式（2）的离散格式为：

0, = ( )nT T t （9）

式（3）整理后的离散格式为：

 1, ,2 1 2I n I nFo T Bi Fo Fo T      

, 12 f I nBi Fo T T      （10）

Δx h
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 （11）

式中， Bi为网格毕渥数。

式（4）初始条件的离散格式为：

 ,0 ,0 0iT T i i I   （12）

联立式（7）~式（12）可以构建关于求解

,i nT 的代数方程组。方程组系数为三对角矩阵，

采用高斯消元法求解。

1.2 导热反问题

导热正问题是已知管道内壁面温度波动，求

解外壁面温度波动，是一个定解问题。而导热反

问题是已知管道外壁面温度波动，求解管道内壁

面温度波动，是一个最优化问题。该最优化问题

的目标函数为：
2
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式中， , ,calI nT 为求解反问题得到的外壁面温度的

计算值； meaI,n,T 为外壁面温度的测量值。当目

标函数 J(T)达到最小时，认为外壁面温度反演计

算值 , ,calI nT 和测量值 meaI,n,T 最为接近，从而认为

此时的内壁面温度值为最优值。

基于共轭梯度法求解导热反问题，首先求解

敏度系数，求出外壁面测点处温度对内壁面温度

的敏度系数。对导热正问题的控制方程式分别对

内壁面温度 0,nT 求偏导数得到该敏度系数。

导热方程式（1）对 0,nT 求偏导数得到：

2

2
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（14）

边界条件式（2）、式（3）对 0,nT 求偏导数

得到：
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初始条件式（4）对 0,nT 求偏导数得到初始

条件式：
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联立式（14）~式（17），采用同导热正问题

一样的求解方法得到外壁面测点处温度对内壁面

温度的敏度系数 ,

0,
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n

T

T




。

目标函数式（13）对未知参量 0,nT 求偏导数

得到目标函数梯度
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为：
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共轭梯度法的迭代式为：

0 , 1 0 , 0 ,( ) ( ) ( ) bn b n b b nT T d   （19）

式中，b表示迭代步数； 0, 1( )n bT  为新产生的内

壁面温度； 0,( )n bT 为上一次迭代的内壁面温度；

b 表示迭代步长； 0,( )n bd 表示迭代搜索方向。

b 和 0,( )n bd 分别由以下各式求得：
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式中， b 为共轭系数，且当 b=0 时，设定

0 0  。
迭代步长为：
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共轭系数法的迭代收敛目标为：

( )bJ T  （23）

式中， 为一个很小的正数。

2 共轭梯度法的实施步骤
共轭梯度法求解导热反问题的具体步骤

如下：

（1）求解 0 s时刻稳态导热反问题，获得内

壁面初始时刻温度值 0,0T ，并计算敏度系数

,

0,

I n

n

T

T




。

（2）设定内壁面温度迭代初始值 0,( )n bT ，设

定 b=0。

（ 3）求解导热正问题，得外壁面温度

, ,calI nT ，并计算目标函数 ( )bJ T 。

（4）判断是否达到迭代收敛目标 ( )bJ T  ，

如果达到收敛目标则结束迭代，否则转到步骤

（5）。

（5）计算目标函数梯度
0,n b

J

T

 
   

，迭代搜索

方向 0,( )n bd ，共轭系数 b 及搜索步长 b 。

（6）迭代计算内壁面新的温度值 10,( )bnT  ，

并令迭代计算步数 1b b  ，回到步骤（3）。
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3 计算结果与误差分析
根据以上数学模型编写 C语言通用计算程

序，验证导热反问题的精确性。通过设定内壁面
温度值，由导热正问题程序计算出外壁面温度；
把外壁面温度值作为导热反问题的输入条件，由
反问题程序反演出内壁面温度值；最后把反问题
计算的内壁面温度值与作为边界条件的内壁面温
度值作比较，验证导热反问题的精确性。分析在
3种不同工况下的导热反问题，设定的内壁面温
度有正弦温度变化、三角形温度变化以及随机温
度变化。

为验证测量误差对反演结果的影响，在导热

正问题计算得到的外壁面温度精确值的基础上，

引入随机误差，模拟实际的外壁面温度测量值。

, ,mea , ,exact= +I n I nT T  （24）

式中， , ,exactI nT 为由正问题计算得到的外壁面温

度精确值； 为标准偏差；  为-1~1之间的随

机数。

为验证反演值与实际值的偏离程度，定义绝

对平均误差为：

0, ,exact 0, ,est
1

1
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N

n n
n
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式中， 0, ,exactnT 为内壁面温度精确值； 0, ,estnT 为

内壁面温度反演值； 越小，则说明反演值与
精确值偏离程度越小，反演值越接近于精确值。

3.1 正弦温度

设定内壁面温度变化为：

π π
( )=50sin + +350

20 2
T t t

 
 
 

（26）

图 2表示在不同的标准偏差下反演值与精确

值之间的误差。由图 2可以看出，当标准偏差

0  时，反演温度非常接近于精确值，其最大

反演误差为 0.0629℃；随着标准偏差的增大，反

演误差也随之增大，当标准偏差 1  时，其最
大反演误差为 12.9906℃。表 1表示在不同标准

偏差下的绝对平均误差，由表 1可以看出，标准

偏差 0  的反演绝对平均误差为 0.0232℃；标

准偏差 1  时的绝对平均误差为 3.9630℃，说

明测量偏差对反演精度的影响较大。

3.2 三角形温度

设定内壁面三角形温度变化为：

5 300 [0,20)
( )

5( 20) 400 [20,40)

t t
T t

t t

 
    

（27）

图 2 正弦温度变化的反演值与精确值的误差
Fig.2 Error of Sinusoidal Temperature of Inverse Value

with Exact Value

表1 绝对误差值
Table 1 Value of Absolute Error

σ
ω/℃

正弦温度 三角形温度 随机温度

0 0.0232 0.0204 0.0244
0.1 0.3995 0.3836 0.4014
0.5 1.9825 1.9568 1.9910
1.0 3.9630 3.8728 4.0676

根据式（27）验证内壁面三角形温度变化情

况下的反演结果。由图 3可以看出， 0  和

0.1  时，反演值与精确值非常接近，随着标

准偏差 增大，反演误差值也不断增大，但均
随着精确温度值来回波动。由表 1可以看出，当

0  时，反演误差值的绝对平均误差为 0.0204

℃；当 1  时，反演误差值的绝对平均误差为
3.8728℃。绝对平均误差随着标准偏差的增大而

增大。

图 3 三角形温度变化的反演值与精确值
Fig.3 Inverse Value and Exact Value of

Triangle Temperature

3.3 随机温度

设内壁面温度在 300~400 K之间随机变化，

验证内壁面随机温度变化情况下的反演结果。由
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图 4可以看出，当 1  时，其内壁面反演温度

值与精确值之间的最大误差为 9.9258℃。由表 1

可以看出， 1  时的绝对平均误差为 4.0676

℃。

图 4 随机温度变化的反演值与精确值的误差
Fig. 4 Error of Random Temperature of

Inverse Value with Exact Value

4 结论
（1）利用共轭梯度法求解一维瞬态导热反问

题。使用全隐式有限差分法求解导热正问题，给

出了有限差分的具体实施方法；采用高斯消元算

法求解离散的温度载荷矩阵；采用共轭梯度法建

立导热反问题模型，导出了反问题计算公式，并

写出了反问题计算具体实施步骤。

（2）通过编写 C语言通用算法程序，并通

过数值试验验证本文所构数学模型的精确性。数

值试验结果显示，该反问题算法能够较精确地反

演出内壁面温度波动。

（3）探讨了测量误差对反演结果的影响，对

导热正问题计算得到的外壁面温度值引入随机误

差，模拟实际测量值。计算结果表明，反演误差

随着标准偏差的增大而增大。
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