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面向协方差矩阵抽样的快堆不确定性
分析方法研究
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2.  中国核动力研究设计院核反应堆系统设计技术重点实验室，成都，610213

摘要：基于传统统计学抽样的不确定性分析方法由于算法简单、程序容易实现及同时考虑高阶效应受到

国内外广泛关注，但上述方法通常需要大量样本才能保证响应量计算精度。研究发现，产生以上现象的原因

是抽样样本质量不高。通过改进抽样方法，面向协方差矩阵抽样时小样本量可以保证较高的计算精度。文中

首先从理论上证明了面向协方差矩阵抽样方法的可行性，用简单测试题对其进行验证。在此基础上，使用自

主开发的快能谱反应堆敏感性和不确定性分析程序 SUFR，选取国际快堆基准装置 ZPR-6/7，计算多个核素

不同反应类型的核截面引起的有效增殖因子（keff）的不确定度，并与使用确定论方法计算的不确定度进行对

比。结果表明，使用面向协方差矩阵抽样的情况下，样本量为 50 时，2 种方法计算的不确定度偏差均低于

1.3%。由此说明，面向协方差矩阵抽样方法可以很好地解决传统抽样方法计算不确定度时存在的问题，且

SUFR 程序面向协方差矩阵抽样功能的开发是正确的，该方法是对传统抽样方法的进一步发展。
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Abstract: The  uncertainty  analysis  methods  based  on  traditional  statistical  sampling  have
received  widespread  attention  in  China  and  other  countries  due  to  their  simple  algorithms,  easy
realization  of  codes,  and  consideration  of  high-order  effects.  However,  these methods  usually
require a large number of samples to ensure the calculation accuracy of response variables. As found
in the study, this phenomenon occurs because of the poor quality of the samples. After a covariance
matrix  sampling  is  used  instead  of  the  traditional  sampling  method,  a small  sample  size can  also
ensure  a  high calculation  accuracy. This  paper firstly demonstrates  theoretically the  feasibility  of
the covariance  matrix  sampling  method,  and  verifies  it  with  simple  tests. On  this  basis, this
paper, using  the  self-developed  fast spectrum  reactor  sensitivity  and  uncertainty  analysis  code  -
 SUFR and the  international  reference  configuration  for  fast  reactor  ZPR-6/7, calculates the
uncertainty  of  effective  multiplication  factor (keff) caused  by  the  nuclear  cross  sections  of  different
reaction  types  of  multiple  nuclides, and  compares  the  calculation  results  with  the  uncertainty
calculated  using  the  deterministic  method.  As  demonstrated  by  the  results, if  the  covariance
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matrix sampling is  used,  with  a  sample  size  of 50,  the  uncertainty  deviation  calculated  in the  two
methods each is below 1.3%. This  indicates that  the use of  the covariance matrix sampling method
can solve the problems present in the use of the traditional sampling method to calculate uncertainty,
and that it is appropriate to develop the SUFR code function against the covariance matrix sampling.
This method represents a further development of the traditional sampling method.

Key words: Statistical sampling, Uncertainty analysis, Sodium-cooled fast reactor, SUFR

  

0    引　言
在反应堆物理计算中，计算机功能的逐渐强

大使得分析工具不断改进，建立数学-物理模型

和多群截面生成算法上的近似逐渐减少，使得核

截面在测量和评价中引入的不确定性成为堆芯物

理参数不确定性的最主要来源[1-2]，特别是对于第

四代反应堆系统[3]。全面的敏感性和不确定性分

析以评估核截面的不确定性研究越来越受到国际

重视。国内外进行了大量的不确定度量化传递的

研究工作，主要集中在敏感性和不确定性分析

方法的程序开发方面 [4-10]，国外代表程序有：

TSUNAMI-3D、SUSD3D、XSUSA 等；国内有：

COLEUS、UNICORN、SURE、CUSA、SUACL
等。目前，进行不确定度和敏感性系数计算的方

法主要有 2 种，分别是基于广义微扰理论的确定

论方法和基于蒙特卡罗抽样的统计学方法。基于

确定论方法广义微扰理论的程序开发已经逐渐完

善。相比于确定论方法，统计学抽样方法由于具

有无近似处理、算法易实现、适用性强的优点，

也越来越受到重视。但统计学抽样方法也有明显

的缺点，即计算时间较长，并且消耗的时间正比

于样本容量、核素个数及反应类型数。文献 [11]
发现通过改进随机数抽样，可以在小样本量下保

证高计算精度，并提出了面向协方差矩阵抽样方

法。本文首先从理论上证明了上述方法实现的原

理，基于面向协方差矩阵方法开发了应用于快堆

的不确定性和敏感性分析程序 SUFR。以快堆基

准装置 ZPR-6/7 为研究对象，量化了一些核素和

反应类型截面引起的堆芯有效增殖因子（keff）的

不确定度，对该方法和 SUFR 程序进行验证。 

1    协方差矩阵抽样理论
在核数据的不确定性分析中，多群截面样本

的实质是多维相关正态分布随机样本。对于这种

样本的产生，传统统计学抽样的做法是分解协方

差矩阵，利用协方差方根矩阵对标准正态分布随

X = (X1,X2, · · · ,Xn)m

µ = (µ1,µ2, · · ·,µn)

机样本进行线性变换。假设 是

需要产生的 m组 n维的相关正态分布随机样本，

随机变量均值向量 ，不同能群之

间的绝对协方差矩阵为 n×n阶矩阵 A。对 A进行

矩阵分解如下：
A = ΣΣT （1）

Z = (Z1,Z2, · · ·,Zn)m

式中，Σ为用于产生多维相关正态分布随机样本

的绝对协方差方根矩阵。假设

为抽样产生的 m组 n维的标准正态分布随机样本，

X、Z、Σ之间符合线性变换关系如下：
X = ZΣ +µ （2）

V [X] = ΣΣT = A （3）

式中，V[X] 为 X的协方差矩阵[12]。

Z i , · · · ,

Ĩ Ĩ

式（3）严格成立的条件是：每组随机样本

中抽取的 （i=1  n）变量相互独立，即每一

组随机样本的协方差矩阵为单位阵。实际抽样过

程中，需对 Z中每一维变量进行 m次模拟抽样，

抽取的任意一组随机样本的协方差矩阵不一定为

单位矩阵，设其协方差矩阵为 。对 分解如下：
Ĩ = BBT （4）

Ĩ式中，B为由 分解而来的一组标准正态分布随

机样本的协方差方根矩阵。在式（3）的基础上

求解这组随机样本进行线性变换后对应 X的协方

差，并进行协方差的分解如下：
V [X] = ΣV [Z]ΣT = Σ ĨΣT = ΣB(ΣB)T （5）

抽取的多维相关正态分布随机样本的协方差

受到标准正态分布随机样本的协方差影响，不能

充分反映原多维随机变量各维度的相关性。为了

解决这一问题，求解一组标准正态分布随机样本

的协方差方根矩阵的逆矩阵进行如下修正：
Z′ = B−1 Z （6）

Z′

Z′
式中， 为经过修正的标准正态分布随机样本，

对 进行式（2）的线性变换得到 X并求解 V[X]
如下：

V [X]= E
[
(ΣZ′+µ−µ)(ΣZ′+µ−µ)T

]
= ΣΣT

= A
（7）
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经过修正的标准正态分布随机样本经过线性

变换后，所得多维相关正态分布随机样本的协方

差能够保证抽样前后的一致。此时获取的多维相

关正态分布随机样本能够尽量充分地表征不同维

度变量间的相关性。若使用相对协方差矩阵产生

样本，可以进行类似的修正。 

2    数值结果验证 

2.1    随机变量抽样示例

示例为：U1 为服从均值为 1、方差为 4 的正

态分布随机变量；U2 为服从均值为 1、方差为 9
的正态分布随机变量，两变量相互独立。定义几

种抽样方法，方法 1 为标准正态分布抽样，采用

式（8）或者（9）产生随机数 xf，如下：

xf =
√
−2lnξ1 cos(2πξ2) （8）

xf =
√
−2lnξ1 sin(2πξ2) （9）

式中，ξ1 和ξ2 是采用Fortran2003 语言的RANDOM_
NUMBER 函数产生的服从（0，1）均匀分布的

随机数。方法 3 为拉丁超立方正态分布抽样，其

原理为：根据样本总数 N，把概率区间等分为

N个，使用 RANDOM_NUMBER 函数抽取随机

数作为概率值，根据标准正态分布概率密度函数

与分布函数关系，计算标准正态分布随机数对应

的概率，舍选抽样直到保证 N个等概率区间都抽

取到一个随机数，则抽样结束。方法 3 抽样的优

点是：样本既能满足标准正态分布，又能满足抽

取的随机数分布于等分的每个概率区间。上述方

法 1 和方法 3 主要是针对一维随机变量的抽样方

法，对多维随机变量抽样时，如何保证变量之间

的相关性为 0 是前一节理论所述的内容。方法 2
在方法 1 的基础上，利用式（6）去掉多维变量

之间的相关性。方法 4 在方法 3 的基础上，利用

式（6）去掉多维变量之间的相关性。统计不同

的样本量下，4 种抽样方法产生的二维随机样本

协方差矩阵，结果如表 1 所示。

由表 1 可知，仅使用标准正态分布抽样（方

法 1）或仅使用拉丁超立方抽样（方法 3）的情

况下，抽取的 2 组随机序列间存在相关性。样本

量较大，增加至 104 时，2 组随机序列间的协方

差才能接近 0。而使用方法 2 和方法 4 抽样的 2
种情况，由于抽取的随机序列去除了相关性，样

本量的增加对样本协方差的影响不大，随机序列

间的协方差始终趋于 0。方法 2 虽然利用式（6）
去掉了随机序列间的相关性，但样本的平均值跟

真值并不完全一致，导致利用样本计算的协方差

矩阵仍有部分偏差，但与不经过式（6）处理的

方法 1 计算结果相比，计算精度还是有明显提高。

同时方法 4 中，采用拉丁超立方抽样相比于标准

正态分布抽样可以更好地保证随机序列平均值与

真值保持一致，且随机序列间去掉了相关性，所

以小样本量下也能实现协方差矩阵的完全一致。

由此说明，传统的标准正态分布抽样（方法 1）
或者拉丁超立方抽样（方法 3），都不能很好地

解决抽样样本之间的相关性问题，而面协方差矩

阵的抽样方法（方法 4）可以保证小样本量下样

本之间的不相关性。 

2.2    不确定度验证

ZPR-6/7 是美国阿贡国家实验室建立的零功

率快堆临界装置之一，燃料为 Pu-U-Zr，反射区

材料为贫化铀和不锈钢[13]。装置按照区域组分和

体积构建均匀 RZ 模型[13]。堆芯在径向分为 2 部

分：内堆芯和外堆芯。堆芯外围的第 1 层反射区

分为轴向和径向 2 类，共划分为 6 部分；第 1 层

反射区外围为第 2 层反射区，且第 2 层反射区为

一个整体。外部为真空边界，临界测量温度为 20℃。 

表 1    4 种情况下的二维随机样本协方差矩阵

Tab. 1    Two-Dimensional Random Sample Covariance Matrix in Four Cases

样本量 方法1 方法2 方法3 方法4

50
 4.199 −1.219
−1.219 11.859

  3.999 0.009
0.009 9.001

  3.983 −0.227
−0.227 8.831

  4 0

0 9


200

 3.301 −0.422
−0.422 9.259

  3.995 0.050
0.050 9.011

  3.965 −0.211
−0.211 8.858

 (
4 0
0 9

)
103

 3.863 −0.082
−0.082 9.147

  4.000 0.001
0.001 9.000

  3.886 −0.129
−0.129 8.758

  4 0

0 9


104

 3.957 0.077
0.077 8.963

  4.000 − 0.003
− 0.003 9.000

  3.884 0.004
0.004 8.739

  4 0

0 9
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2.3    不确定度计算对比

本文采用均匀模型对临界状态下的 ZPR-6/7
进行计算。首先，使用 MGGC-V2.0 程序得 ZPR-
6/7 的 33 群二进制 ISOTXS 微观截面库。核素的

协方差数据来自于 ENDF/B-VII.1 评价核数据库，

采用截面处理程序 NJOY[14] 制作核素 33 群相对

协方差矩阵；SUFR 程序读入微观截面库和协方

差数据，生成一定数量的截面库样本，将样本导

入三维六角形节块法扩散计算程序 DIF3D[15] 中

进行堆芯扩散计算，最终统计分析。执行的计算

流程如图 1 所示：
  

 
图 1    SUFR 程序计算流程

Fig. 1    Calculation Process of the SUFR Code
 

选取 ZPR-6/7 燃料、结构材料及冷却剂材料

中的 5 种核素计算堆芯 keff 不确定度，包括238U、
235U、239Pu、56Fe 和23Na。程序中使用面向协方差

矩阵的抽样方法生成截面库样本，采用的样本量

为 50。分析的反应类型包括弹性散射、非弹性

散射、裂变、辐射俘获和每次裂变释放中子数。

确定论方法计算较为简单，可得到可靠的计

算结果。因此，使用确定论方法计算堆芯 keff 不

确定度作为参考解，与面向协方差矩阵抽样方法

计算结果进行对比。通过 SUFR 程序，采用直接

数值扰动法求出多群相对敏感性系数，计算不确

定度的传递如下：
∆2 = SCST （10）

∆式中， 为 keff 相对不确定度；S为相对敏感性系

数向量；C为不同反应类型截面的相对协方差矩

阵。表 2 给出了 2 种方法计算的由不同核素和不

同类型截面引起的 keff 不确定度。表中，σelas 为弹

性散射截面；σinel 为非弹性散射截面；σf 为裂变

截面；σγ 为辐射俘获截面；v为每次裂变释放中

子数。

由表 2 可知，使用 2 种方法分别计算的 keff

不确定度，不同反应类型截面的相对偏差均在

1.3% 以内，表明 2 种计算方法的结果总体上符

合较好。虽然确定论方法只考虑一阶效应，而面

向协方差矩阵抽样方法考虑了高阶效应，但二者

计算结果符合较好说明高阶效应对计算结果的影

响较小。对比计算结果说明，在使用面向协方差

矩阵抽样方法时，采用较少的样本量能够达到较

好的计算精度。 

3    结　论
针对传统统计学抽样计算不确定度所需样本

量大且计算偏差较大的问题，文中分析了具体原

因，即抽取的样本不能充分反映截面本身的相关

性，样本质量不高。为此，文中采用面向协方差

矩阵的抽样方法解决以上问题。自设随机变量抽

样例题统计的样本协方差矩阵说明该方法能够有

效地去除样本相关性。将该抽样方法应用在自主

 

表 2    2 种方法计算的多群截面引起的 keff 不确定度

Tab. 2    Uncertainty  of keff due  to  Multigroup  Cross  Section
Calculated by Two Methods

核素 反应类型
面向协方差矩阵抽样

方法/10−4 确定论方法/10−4 相对偏差/%

235U

σγ 2.3783 2.3783 0

σelas 0.01998 0.019980 0

σinel 0.069764 0.069779 −0.02

σf 0.50225 0.50224 0

v 0.79784 0.79784 0

238U

σγ 33.491 33.408 0.25

σelas 9.8896 9.8097 0.81

σinel 64.832 65.496 −1.01

σf 4.0966 4.1066 −0.24

v 15.201 15.199 0

239Pu

σγ 31.183 31.183 0

σelas 1.0731 1.0728 0.023

σinel 5.6450 5.7155 −1.23

σf 23.837 23.843 −0.02

v 7.1727 7.1727 0

56Fe

σγ 10.373 10.352 0.21

σelas 9.4448 9.3937 0.54

σinel 10.954 10.922 0.29

23Na

σγ 1.5406 1.5540 −0.86

σelas 4.1418 4.1332 0.21

σinel 7.0291 7.0317 −0.04
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开发的快堆不确定性分析程序 SUFR 中，选用快

堆基准题 ZPR-6/7，采用较小样本量计算关键核

素和反应类型截面引起的 keff 不确定度，与使用

确定论方法的计算结果进行对比。对比的结果表

明，计算的所有反应类型截面的偏差在 1.3% 以

下，说明应用面向协方差矩阵抽样方法进行不确

定性分析能够在保证计算精度的同时有效缩小样

本量，提高计算效率，同时 SUFR 程序对于这一

功能的开发是正确的。总的来看，这一方法是对

传统统计学抽样的进一步发展。
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