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摘要：本文将基于物理驱动的人工智能方法和传统源迭代法结合，建立求解少群

扩散方程的新型方法流程，并采用 Anderson 加速方法对迭代源项进行加速。二

维多材料、三维单材料等例题的计算结果显示，PINN 和传统源迭代法相结合，

在保证计算精度的前提下可计算出连续中子通量密度分布，采用 Anderson 加速

可减少迭代次数，成功实现了少群中子扩散方程的正向求解，助推了人工智能算

法在核领域的应用。 

关键词：PINN；Anderson 加速；源迭代；扩散方程 

中图分类号：                       文献标志码：A 

Abstract: This paper proposes a new method which combines physics-informed 

neural networks (PINN) with traditional source iteration method to solve few group 

neutron diffusion equations. And this paper uses Anderson acceleration method to 

accelerate the iterative process. The results of numerical examples such as 

two-dimensional multi material and three-dimensional single material show that the 

combination of PINN and traditional source iteration method can calculate the 

continuous neutron flux density distribution while ensuring calculation accuracy. The 

use of Anderson acceleration method can reduce the number of iterations and 

successfully achieve the forward solution of the few group neutron diffusion 

equations, which promotes the application of artificial intelligence algorithms in the 

nuclear field. 
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0 引言 

随着人工智能先进技术的快速发展，深度学习在求解多种复杂的偏微分方程

上已取得重大突破，但某些情况下数据的获取成本是较高的，研究者后续提出了

一种与数据驱动完全不同的方法，即基于物理驱动的物理信息神经网络（PINN）

的方法[1]。目前关于 PINN 方法已开展了许多研究。文献[2]使用 python 开发了

DeepXDE 库，使用 DeepXDE 库可以快速实现 PINN 相关算法。文献[3]中提出一

种深度算子网络（DeepONet），使神经网络逼近非线性连续算子。同时，根据不

同问题的特点，研究者们选择了不同的“变种”PINN 来解决，比如 fPINNs
[4]、

B-PINNs
[5]、cPINNs

[6]、PPINNs
[7]等。 

目前，已有相关研究者利用 PINN 求解核领域的中子扩散方程，文献[8]在方

程的数理形式、边界条件、截面参数完整的情况下实现了稳态临界条件下单群扩

散方程的求解。文献[9]针对多材料中子扩散问题的解具有不光滑性的特点，引

入不同区域交界处的物理量守恒约束（cPINN），使得代理模型可以描述连续不

光滑的解。文献[10]采用直接搜索方法求解扩散/输运方程的有效增殖系数，并通

过多个多群扩散、单群输运的算例验证了该方法的有效性，为求解中子扩散/输

运方程的有效增殖系数（𝑘eff）探索出一条新的途径。 

同时，在不动点迭代算法中，Anderson 方法是 1962 年 Anderson
[11]在研究一

类偏微分方程的数值解时提出的算法，他首次将子空间作为迭代对象，通过最小

化加权残差二范数确定数值格式，因此收敛性得到了极大的改善。文献[12,13]

在核反应堆堆芯仿真中将 Anderson 算法应用到了临界硼搜索计算和有效增殖因

子计算。上述研究说明，针对中子核物理数值计算的不动点问题，相较于传统高

斯或 SOR 迭代法，Anderson 算法可有效提升收敛速度和稳定性。 

本文将基于物理模型驱动的PINN方法与传统扩散方程求解源迭代法相结合，

并采用 Anderson 算法进行迭代加速，建立一种新型求解扩散方程的数值方法。 

1 PINN 求解扩散方程源迭代法 

核反应堆工程堆芯中子学采用的稳态两群中子扩散模型的方程形式如下所

示： 

 

 −𝐷1∇
2𝜙1 𝑟 + Σ𝑟𝜙1 𝑟 =

1

𝑘eff
[𝜗Σ𝑓1𝜙1 𝑟 + 𝜗Σ𝑓2𝜙2 𝑟 ] (1) 

 −𝐷2∇
2𝜙2 𝑟 + Σ𝑎2𝜙2 𝑟 = Σ1→2𝜙1 𝑟  (2) 
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式中，∇2为拉普拉斯算子；𝜙1 𝑟 、𝜙2 𝑟 分别为快群与热群在𝑟位置处的中子注

量率；𝐷1、𝐷2分别为快群与热群的扩散系数；𝜗Σ𝑓1、𝜗Σ𝑓2分别为快群和热群的中

子裂变截面；Σ𝑟为快群的移出截面；Σ𝑎2为热群的吸收截面；Σ1→2为快群到热群

的散射截面。 

采用全连接深度神经网络，其第𝑙层神经网络函数输出形式为： 

𝑁𝑙 𝑟 = 𝑓𝑙(𝑤𝑙𝑓𝑙−1 𝑤𝑙−1𝑓𝑙−2 ⋯𝑓1 𝑤1(𝑟) + 𝑏1 ⋯

+ 𝑏𝑙−2 + 𝑏𝑙−1 + 𝑏𝑙) 
（3） 

式中，𝑟表示空间点几何向量；𝑤为神经元的权重；𝑏为神经元的偏置；𝑓为激活

函数。 

由于方程(1)、(2)都有两个待求通量密度，为联立方程组，因此采用两个网

络𝑁1、𝑁2分别表示𝜙1与𝜙2的输出，命名为快群网络和热群网络，令神经网络的

输出值不断逼近真实解。 

利用 PINN 求解偏微分方程的思想，令式(1)、(2)变形为： 

 𝑔1 = −𝐷1∇
2𝜙1 𝑟 + Σ𝑟𝜙1 𝑟 −

1

𝑘eff
[𝜗Σ𝑓1𝜙1 𝑟 + 𝜗Σ𝑓2𝜙2 𝑟 ] （4） 

 𝑔2 = −𝐷2∇
2𝜙2 𝑟 + Σ𝑎2𝜙2 𝑟 − Σ1→2𝜙1 𝑟  （5） 

对于快群网络，将神经网络输出值𝑁1 𝑟 = 𝜙1 𝑟 代入到式（4），形成控制方

程损失项。边界条件为𝜙1在边界处取值为𝐾𝑏1(𝑟𝑏)，𝜙2在边界处取值为𝐾𝑏2(𝑟𝑏)，

将𝑁1 𝑟 = 𝜙1 𝑟 代入到式（4）形成边界条件损失项，将两个损失项赋予不同权

重，形成最后的深度学习加权损失函数： 

𝑓𝑙𝑜𝑠𝑠1 =
𝑃𝑔1

𝑁𝑔
  𝑔1[𝑁1 𝑟𝑔

𝑖 ] 
2

𝑁𝑔

𝑖=1

+
𝑃𝑏1

𝑁𝑏
  𝑁1 𝑟𝑏

𝑖 − 𝐾𝑏1(𝑟𝑏
𝑖) 

2

𝑁𝑏

𝑖=1

 （6） 

式中，i 代表第 i 个采样点；𝑟𝑔
𝑖、𝑟𝑏

𝑖分别为内部点与边界点的几何描述空间向量；

𝑁𝑔、𝑁𝑏分别为空间内部离散点与边界离散点数量；𝑃𝑔1、𝑃𝑏1分别为控制方程损失

项和边界条件损失项的权重。 

对于热群网络是一样的原理，其损失函数为： 

𝑓𝑙𝑜𝑠𝑠2 =
𝑃𝑔2

 𝑁𝑔 
  𝑔2 𝑁2 𝑟𝑔

𝑖   
2

𝑁𝑔

𝑖=1

+
𝑃𝑏2

|𝑁𝑏 |
 |𝑁2 𝑟𝑏

𝑖 − 𝐾𝑏2(𝑟𝑏
𝑖)|2

𝑁𝑏

𝑖=1

 （7） 

𝑘eff 和两群中子通量均为待求解量，本文采用源迭代与深度学习结合方法
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（MSIDL），同时求解中子通量分布与𝑘eff。 

源迭代与深度学习方法具体过程如下：首先设定一个初始的裂变源分布

𝑄 0 (𝑟) = 𝜗Σ𝑓1𝜙1
(0) 𝑟 + 𝜗Σ𝑓2𝜙2

(0) 𝑟 ，和一个初始的𝑘eff
(0)

数值，同时把𝑄 0  𝑟 /𝑘eff
(0)

作为初始迭代源项，并将其代入式（1）右端，将𝜙1
(0) 𝑟 带入到式(2)右端。这样，

方程（1）、（2）的右端项便是一个已知项，方程变为一个非齐次方程组，用深度

学习方法去求解这两个方程，利用 PINN 思想，则式（4）、（5）变为如下形式： 

𝑔1 = −𝐷1∇
2𝜙1 𝑟 + Σr𝜙1 𝑟 −

1

𝑘
eff

(0)
[𝜗Σ𝑓1𝜙1

(0) 𝑟 + 𝜗Σ𝑓2𝜙2
(0) 𝑟 ] （8） 

𝑔2 = −𝐷2∇
2𝜙2 𝑟 + Σa2𝜙2 𝑟 − Σ1→2𝜙1

(0) 𝑟  （9） 

对式（8）、（9）构造损失函数进行神经网络训练。将神经网络训练过程作为

内迭代环节，同时为了加快整体迭代流程，内迭代的网络训练其损失函数不一定

会降到极小值，因此可考虑迭代训练一定次数后即可进入下一次外迭代环节，一

般可取内迭代次数 M=10~20。 

此时求出的快群中子通量分布为𝜙1
 1 (𝑟)，热群中子通量分布为𝜙2

 1 (𝑟)，则

可得到第二次迭代裂变中子源分布𝑄 1  𝑟 = 𝜗Σ𝑓1𝜙1
(1) 𝑟 + 𝜗Σ𝑓2𝜙2

(1) 𝑟 ，并由它

来求得有效增殖系数新的估计值𝑘eff
(1)

，如式(12)所示，„„。依次类推，逐次地

迭代下去，则对于第𝑛次迭代计算有： 

 𝑄 𝑛−1  𝑟 = 𝜗Σ𝑓1𝜙1
(𝑛−1) 𝑟 + 𝜗Σ𝑓2𝜙2

(𝑛−1) 𝑟 ， （10） 

根据𝑘eff的物理意义可以由式(12)算出𝑘eff
(𝑛−1)

的估计值： 

 𝑘eff
(𝑛−1)

=
 𝑄 𝑛−1  𝑟 
𝑉

d𝑉

1

𝑘
eff
(𝑛−2)  𝑄 𝑛−2  𝑟 

𝑉
d𝑉

 （11） 

该方法中，本文采用以下收敛准则：  

 mean{abs[ 𝜙𝑖
𝑛 − 𝜙𝑖

𝑛−1 /𝜙𝑖
𝑛−1]} < 𝜀 （12） 

其中 mean()为平均值函数，abs()为绝对值函数，i=1，2。𝜙𝑖
𝑛、𝜙𝑖

𝑛−1分别为第 n、

n-1 次外迭代所求快/热群中子通量数值解。𝜀为预先给定的参数，一般在程序中

可取𝜀 ≈ 10−2~10−3。具体流程如图 1 所示。 
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图 1 源迭代与深度学习结合方法流程图 

Figure 1 Flow Chart of the Method Combining Source Iteration and Deep 

Learning 

2 PINN 求解扩散方程的加速方法研究 

Anderson 加速是一种不动点迭代的加速算法，方法核心是利用前置迭代结

果进行加权，得到下一步最优迭代输入值以达到加速效果，加权系数通过最小化

加权误差的 2-范数得到。 

针对不动点迭代问题𝑥 = 𝑔 𝑥 ，m阶Anderson加速算法格式为: 

𝑥𝑘+1 =  𝛼𝑖𝑔(𝑥𝑘−𝑖)

𝑚

𝑖=0

 （13） 

式中，约束条件为 𝛼𝑖
𝑚
𝑖=0 = 1，并且满足argmin  𝛼𝑖[𝑔(𝑥𝑘−𝑖) − 𝑥𝑘−𝑖]

𝑚
𝑖=0  2。 

则二阶深度 Anderson 方法应用到式子(12)裂变源收敛条件，可以得到加速公

式为： 

𝑄 (𝑛)(𝒓  ) = 𝛼0𝑄 
(𝑛)(𝒓  ) + 𝛼1𝑄 

(𝑛−1)(𝒓  ) +  1 − 𝛼0 − 𝛼1 𝑄 
(𝑛−2)(𝒓  ) （14） 

式中，𝒓  表示位置向量；n 表示迭代次数；𝛼𝑖(𝑖 = 0,1)为 Anderson 系数。 

令𝑟𝑛 = 𝑄𝑛 − 𝑄𝑛−1 =  𝑓𝑛,1, 𝑓𝑛,2, ⋯ , 𝑓𝑛,𝐼 
T
，𝛼𝑖(𝑖 = 0,1)的求解过程如下： 
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argmin 𝛼0𝑟𝑛 + 𝛼1𝑟𝑛−1 +  1 − 𝛼0 − 𝛼1 𝑟𝑛−2 2
2 

= argmin 𝛼0 𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−2 + 𝛼1 𝑟𝑛−1 − 𝑟𝑛−2 + 𝑟𝑛−2 2
2 

= argmin 
 𝛼0

 

 
 

𝑓𝑛,1 − 𝑓𝑛−2,1

𝑓𝑛,2 − 𝑓𝑛−2,2

⋮
𝑓𝑛,𝐼 − 𝑓𝑛−2,𝐼

 

 
 

+ 𝛼1

 

 
 

𝑓𝑛−1,1 − 𝑓𝑛−2,1

𝑓𝑛−1,2 − 𝑓𝑛−2,2

⋮
𝑓𝑛−1,𝐼 − 𝑓𝑛−2,𝐼

 

 
 

+

 

 
 

𝑓𝑛−2,1

𝑓𝑛−2,2

⋮
𝑓𝑛−2,𝐼

 

 
 
 
 

2

2

 

= argmin 
  

𝑓𝑛,1 − 𝑓𝑛−2,1 𝑓𝑛−1,1 − 𝑓𝑛−2,1

𝑓𝑛,2 − 𝑓𝑛−2,2 𝑓𝑛−1,2 − 𝑓𝑛−2,2

⋮                            ⋮
𝑓𝑛,𝐼 − 𝑓𝑛−2,𝐼 𝑓𝑛−1,𝐼 − 𝑓𝑛−2,𝐼

  
𝛼0

𝛼1
 +

 

 
 

𝑓𝑛−2,1

𝑓𝑛−2,2

⋮
𝑓𝑛−2,𝐼

 

 
 
 
 

2

2

 

记作
=

argmin 𝑨𝒙−𝒃  

（15） 

等价于求解𝑨𝑇𝑨𝒙 = 𝑨𝑇𝒃的解，其中： 

𝑨𝑇𝑨 =

 

 
 
 

  𝑓𝑛,𝑖 − 𝑓𝑛−2,𝑖 
2

𝐼

𝑖=1

  𝑓𝑛,𝑖 − 𝑓𝑛−2,𝑖  𝑓𝑛−1,𝑖 − 𝑓𝑛−2,𝑖 

𝐼

𝑖=1

  𝑓𝑛,𝑖 − 𝑓𝑛−2,𝑖  𝑓𝑛−1,𝑖 − 𝑓𝑛−2,𝑖 

𝐼

𝑖=1

  𝑓𝑛−1,𝑖 − 𝑓𝑛−2,𝑖 
2

𝐼

𝑖=1  

 
 
 

  

记作
=

  
𝒂 𝒃
𝒃 𝒄

  

（16） 

𝑨𝑇𝒃 = −

 

 
 
 
  𝑓𝑛,𝑖 − 𝑓𝑛−2,𝑖 𝑓𝑛−2,𝑖

𝐼

𝑖=1

  𝑓𝑛−1,𝑖 − 𝑓𝑛−2,𝑖 𝑓𝑛−2,𝑖

𝐼

𝑖=1  

 
 
 

= − 
𝒆
𝒇  （17） 

得到： 

𝛼0 =
𝒄𝒆 − 𝒃𝒇

𝒃2 − 𝒂𝒄
 𝛼1 =

𝒂𝒇 − 𝒃𝒆

𝒃2 − 𝒂𝒄 
（18） 

同理可得一阶深度 Anderson 方法迭代公式为： 

𝑄 (𝑛)(𝒓  ) = 𝛼0𝑄 
(𝑛)(𝒓  ) +  1 − 𝛼0 𝑄 

(𝑛−1)(𝒓  ) （19） 

其中： 

𝛼0 =
  𝑓𝑘−1,𝑖 − 𝑓𝑘,𝑖 𝑓𝑘−1,𝑖𝑖

  𝑓𝑘−1,𝑖 − 𝑓𝑘,𝑖 
2

𝑖

 （20） 

物理模型驱动的 PINN 方法与传统扩散方程求解源迭代法相结合形成 MSIDL 方

法思想原理仍然是不动点迭代，因此可用 Anderson 方法进行加速。 
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3 方法验证 

3.1 二维矩形几何多群两材料扩散问题 

3.1.1 问题描述：算例划分为 2 个不同的材料区域（见图 2），几何定义域为

𝑥 ∈ [0, 0.5 m]，𝑦 ∈ [0, 0.5 m]，各区域材料参数见表 1。 

表 1 计算区域材料特性 

Tab. 1 Material Characteristics of Area 

材料号 能群/g D/cm Σa /cm
-1

 𝜗Σf/(n·cm
-1

) Σ1→2/cm
-1

 

1 
1 1.2550 0.008252 0.004602 

0.02533 
2 0.2110 0.100300 0.109100 

2 
1 1.2680 0.007181 0.004609 

0.02767 
2 0.1902 0.070470 0.086750 

3 
1 1.2590 0.008002 0.004663 

0.02617 
2 0.2091 0.083440 0.102100 

4 
1 1.2590 0.008002 0.004663 

0.02617 
2 0.2091 0.073324 0.102100 

 

图 2 材料区域几何描述 

Fig. 2 Geometric Description of Material Area 

由于此问题本身没有解析解，因此本实验将深度学习结果与经过反应堆工程

充分验证的堆芯中子学计算软件 CORCA-3D
[14]计算结果进行比较。 

3.1.2 各种参数设置 

采样点数量：定义域内部采样 4400 个点，边界处采样 600 个点。 

初始值设定：深度神经网络采用全连接结构，网络层数𝑙 = 10，隐藏层每层

神经元数量𝑛 = 30，神经网络参数𝑤随机初始化，𝑏初始化为 0；𝑘初始值设为 1。

源迭代与深度学习结合方法权重初始值设定为：𝑃𝑔1=1，𝑃𝑔2=1，𝑃𝑏1=10，𝑃𝑏2=10，

初始内迭代次数设定为 M=10。当外迭代次数达到 8 时，将 M 设置为 1。 

深度学习算法设定：采用 Adam 算法进行计算，学习率从 0.001 逐步降低到
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5×10
-6，学习样本批处理数为 32。依据式(13)的收敛准则，采用快群收敛准则如

下（也可用热群作为收敛准则）： 

mean{abs[ 𝜙1
𝑛 − 𝜙1

𝑛−1 /𝜙1
𝑛−1]} < 0.005                     (21) 

加速方法参数设定：对于一阶深度 Anderson 方法，𝛼0初始值设为 1；对于

二阶深度 Anderson 方法，𝛼0初始值设为 1，𝛼1初始值设为 0。 

3.1.3 结果分析：源迭代与深度学习结合方法对该问题计算结果如表 2、图 3

所示。图 3 中的中子通量分布均经过归一化处理。 

表 2 二维两材料计算结果 

Tab. 2 Numerical Results of Two-dimensional Examples with Two-material  

方法 𝑘eff _net 𝑘eff _cor 
𝑘eff相

对误差 

外迭代次

数 
MSE1 MSE2 loss1 loss2 

MSIDL 0.8273 

0.8378 

0.0125 300 
7.9462×

10
-4

 

6.1047

×10
-4

 
0.1912 0.0766 

MSIDL+AA1 0.8299 0.0094 132 
1.1700×

10
-2

 

2.7256

×10
-3

 
0.3626 0.0826 

MSIDL+AA2 0.8294 0.0100 288 
8.2466×

10
-4

 

4.7734

×10
-4

 
0.1376 0.0699 

其中 MSIDL+AA1 与 MSIDL+AA2 分别表示使用一阶、二阶深度 Anderson 方法

对 MSIDL 方法进行加速；𝑘eff _net 为深度学习方法计算的𝑘eff ；𝑘eff _cor 为

CORCA-3D 软件计算的𝑘eff；MSE1 与 MSE2 分别为训练好的快群网络、热群网络

计算结果与 CORCA-3D 软件计算结果的均方误差；loss1、loss2分别为快群、热

群模型训练完成时的损失函数。 

 

图 3 源迭代与深度学习结合方法验证结果图 
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Fig. 3 Verification Results of the Combination of Source Iteration and Deep Learning Method 

由表 2、图 3 可知，对于两种材料的堆芯布置，MSIDL 方法计算出求解区

域快群与热群的连续通量密度值，并且求解出了𝑘eff，𝑘eff误差均在 1%左右。三

种方法的快群均方误差 MSE1 平均值为 4.4398×10
-3，热群均方误差 MSE2 平均

值为 1.2711×10
-3，且一阶加速和二阶加速方法都能加快收敛。一阶加速迭代次

数减少了 56.0%，二阶加速迭代次数减少了 0.04%。 

3.2 二维矩形几何多群多材料扩散问题 

3.2.1 问题描述：将算例划分为 4 个不同的材料区域（见图 4），几何定义域

为𝑥 ∈ [0, 0.5 m]，𝑦 ∈ [0,0.5 m]，各区域材料参数见表 1。 

 

图 4 材料区域几何描述 

Fig. 4 Geometric Description of Material Area 

3.2.2 各种参数设置：定义域内部采样 6900 个点，边界处采样 600 个点。初

始内迭代次数设定为 M=10，当外迭代次数达到 15 时，将 M 设置为 1。收敛条

件为： 

            mean{abs[ 𝜙1
𝑛 − 𝜙1

𝑛−1 /𝜙1
𝑛−1]} < 0.01                  (22) 

其它参数设置同 3.1 节。 

3.2.3 结果分析：源迭代与深度学习结合方法对该问题计算结果如表 3、图 5

所示。 

表 3 二维多材料计算结果 

Tab. 3 Numerical Results of Two-dimensional Examples with Multi-material  

方法 𝑘eff _net 𝑘eff _cor 

𝑘eff相

对误

差 

外迭

代次

数 

MSE1/10
-3

 MSE2/10
-3

 loss1 loss2 
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MSIDL 0.7854 

0.7957 

0.0129 29 4.6841 3.3315 0.3140 0.3340 

MSIDL+AA1 0.8001 0.0055 16 5.0547 3.5475 0.3270 0.3526 

MSIDL+AA2 0.7869 0.0111 18 4.1098 3.4594 0.3236 0.4118 

 

从图 5 可知，对于更多种材料的堆芯布置，MSIDL 方法也可取得较好计算

结果，三种方法的快群均方误差MSE1平均值为4.6162×10
-3，热群均方误差MSE2

平均值为 3.4461×10
-3，且一阶加速和二阶加速方法都能加快收敛。一阶加速迭

代次数减少了 44.8%，二阶加速迭代次数减少了 37.9%。 

3.3 三维立方体几何多群单材料扩散问题 

3.3.1 问题描述：针对扩散方程的立方体几何多群单材料区域问题，设立方

体 的 长 宽 高 都 为 0.5 m ， 几 何 定 义 域 为 𝑥 ∈ [−0.25 m, 0.25 m] ，

𝑦 ∈ [−0.25 m, 0.25 m]，𝑧 ∈ [−0.25 m, 0.25 m]，材料选择表 1 中的材料 4。 

3.3.2 各种参数设置：采样点数量：定义域内部采样 12500 个点，边界处采 

图 5 源迭代与深度学习结合方法验证结果图 

Fig. 5 Verification Results of the Combination of Source Iteration and Deep Learning Method 

 

样 6000 个点。批处理大小设置为 64。初始内迭代次数设定为 M=5，当外迭代次

数达到 16 时，将 M 设置为 2。收敛条件为： 

                   mean{abs[ 𝜙1
𝑛 − 𝜙1

𝑛−1 /𝜙1
𝑛−1]} < 0.02          (23) 
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其它参数设置同 3.1 节。 

3.3.3 结果分析：源迭代与深度学习结合方法对该问题计算结果如表 4、图 6

所示。 

表 4 三维单材料计算结果 

Tab. 4 Numerical Results of Three-dimensional Examples with Single-material  

方法 𝑘eff _net 𝑘eff _cor 
𝑘eff相

对误差 

外迭代次

数 
MSE1 MSE2 loss1 loss2 

MSIDL 0.7808 

0.8132 

0.0398 48 0.0506 0.0100 0.0554 0.0219 

MSIDL+AA1 0.7872 0.0320 33 0.0821 0.0159 0.0565 0.0241 

MSIDL+AA2 0.7962 0.0209 44 0.0528 0.0107 0.0578 0.0201 

 

图 6 源迭代与深度学习结合方法验证结果图 

Fig. 6 Verification Results of the Combination of Source Iteration and Deep Learning Method 

该算例针对三维几何进行求解，三种方法的快群均方误差 MSE1 平均值为

6.1833×10
-2，热群均方误差 MSE2 平均值为 1.2200×10

-2。一阶加速迭代次数减

少了 31.3%，二阶加速迭代次数减少了 8.3%。 

3.4 高精度例题验证 

该小节旨在研究利用 MSIDL 获取更高精度解的情况下加速方法是否仍有效

果。为此通过增加采样点数量，增加迭代次数，改变收敛条件，使计算结果精度

更高，并判断此时加速方法的有效性。 

3.4.1 问题描述：算例同 3.1 节。 

3.4.2 各种参数设置：定义域内部采样 11500 个点，边界处采样 600 个点。

收敛准则改为 MSE_u1<1×10
-3，即当𝜙1的均方误差小于 1×10

-3 时，停止训练。
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其它参数设置同 4.1 节。采用一阶深度 Anderson 方法，𝛼0初始值设为 1。 

3.4.3 结果分析：源迭代与深度学习结合方法对该问题计算结果如表 5 所示。 

表 5 二维两材料计算结果 

Tab. 5 Numerical Results of Two-dimensional Examples with Two-material  

方法 𝑘eff _net 𝑘eff _cor 
𝑘eff相

对误差 

外迭代

次数 
MSE1/10

-4
 MSE2/10

-4
 loss1 loss2 

MSIDL 0.8451 

0.8378 

0.0087 153 9.5664 4.2012 
1.3262

×10
-3

 

3.9391

×10
-4

 

MSIDL+AA1 0.8434 0.0067 127 8.1504 3.4201 
9.8246

×10
-4

 

3.1263

×10
-4

 

 

与 3.1 节实验相比，本实验中采样点数量较 3.1 节中有所增加，收敛准则由

3.1 节的mean{abs[ 𝜙1
𝑛 − 𝜙1

𝑛−1 /𝜙1
𝑛−1]} < 0.005变化为现在的 MSE_u1<1×10

-3，

由表 5 可知，此时获取的数值解精度相对较高，不加速方法以及一阶加速方法所

得的𝑘eff误差均比 3.1 节中小，PINN 源迭代法的𝑘eff与参考解相对误差为 8.7‟，

快、热群 MSE 分别为 9.5664×10
-4、4.2012×10

-4；采用 Anderson 一阶加速后，

𝑘eff与参考解相对误差为 6.7‟，快、热群MSE分别为 8.1504×10
-4、3.4201×10

-4；

并且在提高数值解精度的情况下，本实验中一阶加速方法仍比不加速方法迭代次

数减少约 17.0%。因此在求解高精度数值解时，Anderson 加速方法也能有效减少

迭代次数，表明了该加速方法的有效性。 

4 结论 

本文将基于物理驱动人工智能 PINN 方法与传统源迭代法结合，建立中子少

群扩散方程求解方法 MSIDL，同时采用 Anderson 方法进行迭代加速，使用多个

例题对源迭代与深度学习结合方法 MSIDL 及加速效果进行数值验证。经实验结

果表明，该方法能计算出连续中子通量密度分布，均方误差在 10
-2

~10
-4 数量级，

且该方法在二维多材料、三维单材料问题上对𝑘eff的计算可达到百分位至千分位

的精度，Anderson 加速方法在保持计算精度的同时，有效减少了迭代次数，采

用一阶 Anderson 加速方法迭代次数减少约 30%以上，采用二阶 Anderson 加速方

法迭代次数减少约 10%，表明 Anderson 方法能有效减少迭代次数，提高训练效

率；同时一阶加速总体比二阶加速效果更好，原因是深度学习方法固有的随机性

能保证其泛化能力，迭代两次之前的结果对本次迭代不一定能起到正向作用。后

续将针对更加复杂材料和几何对 MSIDL 方法进行充分验算。
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