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摘要：开发高效求解瞬态对流扩散方程的方法，其空间离散采用改进的节块展开方法（MNEM），时间

离散分别选取 2阶和 4阶精度的对角隐式龙格库塔（DIRK）方法。数值实验结果表明，程序的计算结果同解

析解符合很好；MNEM具有跟踪强烈温度变化的能力；两种时间离散方法的效率与问题以及选取的误差限值

相关。 
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0  引  言 
目前，节块法求解对流扩散方程已取得一定

进展，其中主要有节块积分方法（NIM）和改进

的节块展开方法（MNEM）。其中，MNEM 不仅

保持了节块展开法的高效求解框架，还改善了传

统节块展开法（NEM）求解对流扩散方程的稳定

性。为配合节块法求解瞬态问题，在反应堆物理

问题中，先后有刚性限制法、二次误差测度

（QEM）、广义龙格库塔方法和对角隐式龙格库

塔方法（DIRK）等时间离散方法被采用。而在求

解瞬态对流扩散方程时，选择稳定的时间离散格

式是非常必要的。DIRK 是一种分级隐式方法，

不仅具有隐式计算的稳定性，且极大简化了隐式

龙格库塔方法的计算过程，其实现过程可以等价

为多级的向后差分过程，无需广义龙格库塔法时

间变量的雅可比矩阵。综合考虑计算精度和求解

效率，本文在采用MNEM空间离散对流扩散方程

的基础上，采用 DIRK 对时间项进行离散近似，

并研究其处理对流扩散问题的效率和精度，实现

了瞬态多维对流扩散方程的高效求解。 
 

1  基本方程 
    瞬态三维对流扩散方程为： 

2 2

2 2

( ) ( ) ( )
p

T x,y,z,t T x, y,z,t T x, y,z,t
c

t x y
    

  
  

 

2

2

( ) ( ) ( )
p p

T x,y,z,t T x,y,z,t T x,y,z,t
c u c v

x xz
    

  
 

( )
( )p

T x,y,z,t
c w S x,y,z,t

x
 




     （1） 

式中，T为温度；为密度； pc 为定压比热容；
为导热系数； wvu ,, 分别为 x、y、z 方向的速度；

S为源项。 

与求解中子扩散方程类似，NEM求解对流扩

散方程的一般过程为：首先采用横向积分技术将

多维的偏微分方程转化为多个一维的常微分方

程；对节块内各方向的温度采用基函数进行展开，

利用 Galerkin剩余权重法得到 3个矩方程；利用

节块边界处的连续条件（偏温度连续和偏温度梯

度连续）最终得到关于边界偏温度的离散方程；

利用平衡方程求解节块的平均温度。 

利用节块法求解对流扩散方程时，计算区域

将首先被划分为方形节块，节块 k的定义域为：  

[ ] [ ] [ ]xk xk yk yk zk zkx a ,a ,y a ,a ,z a ,a       

由于直角几何下 3个方向类似，文中以 x方

向进行说明。x方向的横向积分方程为： 
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式中， xkT 和 xkS 分别为横向积分后的温度（偏温

度）和源项； xkL 为节块 k在 x方向的横向泄漏。 

1.1  应用对角隐式龙格库塔方法进行时间处理 
求解瞬态对流扩散方程，首先需要对时间项

进行处理。本文将主要采用 2种强 S-稳定的DIRK
方法——2级 2阶精度的 2S–DIRK和 5级 4阶精
度的 5S-DIRK。2 种 DIRK 的龙格库塔矩阵形式
如图 1。DIRK的实现过程可等价为多级的向后差
分。 
对于问题 ),( ytfy  ，应用 n级的 DIRK进行

离散求解，其计算过程为[1]： 
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式中， iia 和 jc 分别为龙格库塔矩阵中矩阵 A和向

量 c的元素。 
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图 1  DIRK方法的龙格库塔矩阵形式 
Fig. 1  Runge-Kutta Matrix of DIRK 

 

1.2  应用 MNEM进行空间处理 
对时间项进行离散之后，瞬态方程可被等价

为稳态方程来处理。对流扩散方程与中子扩散方
程不同，其解可能剧烈变化，尤其当对流占优时。
由于对流扩散方程的解剧烈振荡，传统方法（如
中心差分方法）在求解该方程时会遇到稳定性问
题，需要选取非常细的网格来避免数值振荡，极

大限制了其计算效率。节块法求解对流扩散方程
的核心问题就是稳定性。为了改善传统节块法求
解对流扩散方程的稳定性，文献[2]中 MNEM 采
用速度的指数函数代替原来第四阶多项式作为展
开函数，数值实验表明该方法具有很好的稳定性。 

节块的 x方向的偏温度 xkT 展开如下： 
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式中， xnka 为节块 k在 x方向的展开系数； xnkf 为

展开函数。在MNEM中，代替传统节块法中第四

阶展开多项式的指数函数为： 
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式中， exp( ) sinh( )xk xk xk xk xk xk xkR a R a R a   ，Rxk= 

/k pk k kc u  。该指数函数满足： 
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节块边界处的偏温度和偏温度梯度为： 
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在MNEM中，源项采用二阶多项式展开。由

于对流扩散方程的解变化剧烈，传统 NEM 中基

于相邻节块的横向泄漏形状相同且为二阶多项式

的假设已不再成立。若在求解对流扩散方程时仍
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然采用这种近似方法，可能由于简单近似带来的

数值振荡（尤其当对流占优时）影响方法的整体

计算精度。因此，本文仅对横向泄漏进行 0 阶近

似，后续工作将进一步研究横向泄漏的合理近似。

MNEM的具体实现过程不再赘述[2]。 
 

2  数值结果和分析 

    基于时间、空间离散推导，开发求解瞬态对

流扩散方程的程序 TDMNEM。通过对几个典型

的瞬态对流扩散问题的求解，一方面研究MNEM

求解对流扩散方程的能力，另一方面比较

2S-DIRK和 5S-DIRK方法处理时间项的精度和效

率。为了说明精度，文中误差均采用均方差（RMS）

表示。所有算例中参数均为归一化参数。 

2.1  一维瞬态问题 
2.1.1  固定边界问题    首先计算一维瞬态对

流扩散问题，其边界温度恒定。方程为[3,4]： 
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其初始条件和边界条件为： 
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当 C和 u恒定时，可以得到该问题的解析解： 
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在该问题中，C越大，温度梯度越大。 

图 2 给出了计算区域划分为不同节块数目

时，MNEM的数值解与解析解的比较。其中，时 
 

 
图 2  MNEM数值解同解析解的比较 

Fig. 2  Comparison between Numerical Solutions  
 of MNEM and Analytical Solution 

01.0,0.5,0.1,1000  tutC  

间项均采用 2S-DIRK方法离散。为了尽量减少时

间离散误差对结果的影响，选择小的时间步长

01.0t 。如图 2所示，当节块数N=10时，MNEM

数值解在温度阶跃变化附近有一定的振荡；该振

荡是由于 C=1000 时，温度变化近似阶跃，数值

解为了满足温度梯度的变化引起多项式部分的振

荡。到 N=20时，振荡已经变得非常小，其 RMS

为 1.35×10-2。N=40时，振荡基本消失，与解析

解符合得非常好，其 RMS 为 2.80×10-3。表征

MNEM具有良好的跟踪剧烈温度变化的能力。 

为了比较 2S-DIRK 和 5S-DIRK 两种方法的

精度和效率，图 3给出了 t=1.0、u=0.5、 1.0x 、

1000C 时，数值解同解析解的对比情况。图 3

表明 2S-DIRK 和 5S-DIRK 均具有较好的计算能

力；当选取相同的时间步长时，如预期一致，

5S-DIRK的精度比 2S-DIRK的精度高。 

图 4给出了 2种方法的RMS随时间步长的变

化情况。图 4中，两种方法的 RMS随时间步长的

变化率近似为二阶和 2 阶，表征了程序实施的正

确性；在本算例计算时选择何种方法进行时间离

散需要综合考虑精度需求和计算效率。当选取目 
 

 

图 3  2S-DIRK和 5S-DIRK的数值解比较 
Fig. 3  Numerical Solution Comparison between 

2S-DIRK and 5S-DIRK 
1000 1 0 0 5 0 1 0 2C ,t . ,u . , x . , t .       

 

 

图 4  2S-DIRK和 5S-DIRK的 RMS误差变化情况 
Fig. 4  RMS Errors of 2S-DIRK and 5S-DIRK 

1000 1 0 0 5 0 4C ,t . ,u . , x .     
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标 RMS为 1%，达到此精度的 5S-DIRK时间步长

约为 2S-DIRK时间步长的 2.7倍，即在相同精度

条件下选择 5S-DIRK和 2S-DIRK效率基本相当；

若选定目标 RMS为 0.1%，此时，5S-DIRK的时

间步长为 2S-DIRK时间步长的 5倍，其整体计算

效率约为 2S-DIRK的 2倍，效率优势明显。 

2.1.2  时变边界问题    该算例的左侧边界温
度随时间变化，方程与式（12）相似，其计算区

域为 ]2,0[x ，初始条件和边界条件分别为[3,4]： 
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    该问题左边界的值在 0 时刻从 0 跳变为 1，

之后以指数形式衰减。其解析解为： 
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式中， Cu /42   。 

    图 5为不同时刻、不同时间步长下 2S-DIRK

和 5S-DIRK的数值解同解析解的比较情况。当时

间步长选取较大时（ 0.2t  ），2S-DIRK的数值

解明显偏离解析解，且存在一定的数值振荡，而

5S-DIRK 与解析解符合很好（RMS 为 7.54×

10-3）；当减小时间步长，2S-DIRK的误差随之减

小，数值振荡基本消失（RMS为 1.11×10-2）。 

算例 2 2S-DIRK和 5S-DIRK的 RMS随时间

步长的变化情况表明，2 种方法均具有很好的收

敛特性，对数图中的斜率与其理论精度阶数符合 
 

 
图 5  2S-DIRK和 5S-DIRK的数值解比较 

Fig. 5  Numerical Solution Comparison between 
2S-DIRK and 5S-DIRK 

100 1 0 0 04C ,t . , x .    

得很好；与算例 1的结果类似，当选取 RMS误差

限为 1%时，二者效率基本相当，当选取 RMS误

差限为 0.1%时，5S-DIRK才能体现其效率优势，

其效率约为 2S-DIRK的 2倍。 

2.2  二维瞬态问题 
为了比较 2S-DIRK和 5S-DIRK 2种方法在计

算多维瞬态对流扩散方程时的精度，计算一个二

维瞬态问题，方程为： 
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22,22  yx 条件下，其解为[5]： 
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代入式（15）中，可得源项表达式为： 
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选取 1,1  yx vv ，为了增加求解的难度，选

取导热系数 01.0 ，即对流换热能力远大于导热

能力，温度变化剧烈。t=2.0、时间步长为 0.2 时

2S-DIRK和 5S-DIRK（节块划分为 8080 ）的温

度场基本相似，与解析解符合得很好；但此时

5S-DIRK的RMS仅比 2S-DIRK的计算误差略小，

因此其效率不如 2S-DIRK。 
 

3  结束语 
研究了瞬态对流扩散方程的高效求解方法，

其中采用MNEM处理空间变量，采用 DIRK离散

时间项。2S-DIRK和 5S-DIRK均为隐式稳定性算

法，分别具有 2阶和 4阶精度，并且其实现过程

分布可以等效为 2级和 5级向后差分过程。本文

针对一系列的瞬态对流扩散问题进行了数值验

证，计算结果表明，TDMNEM 程序的计算结果

同解析解符合得很好；MNEM具有跟踪剧烈温度

变化的能力；时间离散算法的有效选择需要根据

问题和误差限值确定。 
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Abstract: An efficient scheme for solving transient convection-diffusion equation was developed. 
Modified nodal expansion method (MNEM) was utilized for spatial discretization, while two kinds of 
diagonally implicit Runge-Kutta (DIRK) schemes—second-order DIRK and fourth-order DIRK were adopted 
for time discretization. The numerical results show that the numerical results of TDMNEM code agree with 
analytical solutions very well. MNEM has good ability in capturing sharp temperature variation. The 
efficiency of two time discretization methods depend on problem and the error criteria which been selected. 
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